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ВОПРОСЫ СТАТИСТИКИ АВТОМАТИЧЕСКОГО ВОСПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ОБРАЗОВ ПРИ МНОГОКАДРОВОМ НАБЛЮДЕНИИ 


А. Е. Башафринов 


Рассмотрены статистические показатсли устройств автоматического 
воспроизведения образов при многокадровом наблюдении. Приведены со- 
отношения для расчета загрузки емкости памяти электронной вычис- 
лительной машины в стационарном режиме для алгоритмов со случайной 
длительностью. Отмечены возможности экономии емкости памяти при ис- 
пользовании двухпороговых процедур селекции. 


1. Принципы построения устройств автоматического воспроизведе- 
ния образов рассмотрены в [4] и [2]. 

В системе с конечным числом ячеек подлежащий воспроизведению 
образ представляет собой некоторое состояние группы ячеек (при бинар- 
ном квантовании каждая ячейка имеет два состояния). 

Рассмотрим для определенности случай двумерной совокупности. 

Ограниченность емкости памяти как правило не позволяет реализо- 
вать параллельную обработку данных всех ячеек и поэтому используется 
последовательный способ, при котором ячейки поочередно коммутируют- 
ся в течение времени кадра и отбираются лишь ячейки с «ненулевым» 
состоянием. 

Вакс [3] рассматривал образ в виде следа изображения, искаженного 
действием помех. В случае искажения образов при воздействии помех вос- 
произведение с высокой надежностью может быть достигнуто при совмест- 
ной обработке данных за несколько кадров. 

Способы сопоставления данных зависят от свойств образа, подлежа- 
щего воспроизведению, и, в частности, от стабильности картины во вре- 
мени. 

В простейшем случае образ состоит из отдельных «точек», положение 
которых сохраняется стабильным за время наблюдения (образ «нулевого» 
порядка). 

При линейном смещении точек в интервале нескольких кадров образ 
описывается уравнением первого порядка. В более общем случае, когда 
образ может быть описан уравнением п-го порядка, можно говорить об 
образе п-го порядка. 

2. Устройство воспроизведения образов производит селекцию 
сигнальных импульсов в потоке импульсов помех, возникающих на выходе 
коммутирующей системы кадрового опроса состояния ячеек. 

Селекция сигнальной последовательности достигается путем сопостав- 
ления данных за несколько кадров и логическим отбором по принятому 
критерию. 

Процесс селекции можно представить состоящим из сеансов, относя- 
щихся к обработке данных, связанных с выявлением отдельных образов 
(истинных или ложных). г ь 

Длительность сеанса является случайной величиной с законом рас- 
пределения, зависящим от принятого алгоритма селекции *. 


* В отличие от случаев, характерных для техники массового обслуживания, 
‚функция распределения длительности сеанса имеет неэкспоненциальный характер. 
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Алгоритмы селекции могут различаться по характеру зависимости 
числа ячеек памяти от продолжительности сеанса, как алгоритмы с фик- 
сированной загрузкой памяти в сеансе и алгоритмы с возрастающей за- 
грузкой памяти в продолжение сеанса. 

3. Рассмотрим характеристики загрузки емкости намяти для алго- 
ритмов селекции, использующих фиксированное число ячеек памяти в 
продолжение сеанса. 

Число ячеек, занятых в произвольный момент п, является случайной 
величиной, определяемой соотношением * 


т из 


и > У ИВ), (1) 


8— 50 й=0 


где =, (п, $) — случайная величина, равная нулю или единице в зависи- 
мости от состояния загрузки ячейки на п-м кадре, занятой впервые в 
5-м кадре (моменты времени считаются дискретно); у, — случайная 
величина, обозначающая число импульсов в кадре. 

Среднее значение числа занятых ячеек определяется по соотношению 


(1) 


№ (м) =»: ы 2х (п, й (2) 


Используя теорему Вальда о среднем значении суммы случайных вели- 
чин при случайном числе слагаемых [8], получим 
Уз 
= РАЬ СА 
ёх (п, $) = \, &к (п, 5), (3) 
К=0 


И 8) = В И (4) 


где А (п — $) представляет функцию распределения длительности испы- 
таний. 

Предельное значение величины М (п) при $, —> — со показывает сред- 
нюю загрузку емкости памяти в стационарном режиме: 


у со 


Пи М И и (5) 


В 8=— оо 0 


В случае потока стационарной интенсивности 


У; = ©0056. 
Переходя к непрерывному времени, получим, что 
со — (©) 
У А \ И — (1 4, (6) 
1=0 0 
Пи (958 стационарном режиме 
У =жЕ, (7) 


где х = \/ АГ — средняя плотность входного потока; т средняя дли- 
тельность испытаний. 


Рассмотрим загрузку емкости памяти, вызываемую входным потоком 
помех **. 


Предполагается, что отсутствие отметки во всех элементах представляет мало- 
вероятное событие. 


#* < Я < т 
Входной поток характеризуется вероятностями появления импульсов помех 
Ри и импульсов сигнала Ро 
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В этом случае = трш и № = трип; таким образом, среднее 
число ячеек памяти, занятых в стационарном режиме, определяется про- 
изведением средней плотности потока помех на среднюю длительность 
сеанса селекции (при произвольном законе распределения длительно- 
сти) *. 

А. Величина дисперсии загрузки емкости памяти и вероятность про- 
пуска за счет перегрузки в системах с конечной емкостью памяти могут 
быть определены на основании соотношений, полученных В теории мас- 
сового обслуживания. Заменим поток, возникающий в рассматриваемой 
схеме на выходе коммутирующего устройства, пуассоновским потоком 
с эквивалентным средним числом импульсов В единицу времени. 

Хинчин [4] показал, что при бесконечной емкости памяти в случае 
пуассоновского входного потока при произвольном законе распределения 
длительности обработки вероятность загрузи А ячеек в стационарном ре- 
жиме определяется законом Пуассона: 

_ т я 


Г — (уп) 
ЕР ААИ (8) 


Среднее число занятых ячеек равно дисперсии: 
2 


При расчете загрузки емкости памяти ограниченного объема (число ячеек 
равно М) может быть использована теорема Севастьянова [5], согласно 
которой при пуассоновском потоке и произвольном законе распределе- 
ния длительности обработки вероятность загрузки /^ ячеек определяется 
соотношением Эрланга 


РЕ. (10) 


При (уп) >> 1, что как правило имеет место **, соотношение (10) можно 
приближенно представить в виде 


а — | (12) 


Как и в случае устройств с бесконечной емкостью памяти, среднее значе- 

ние и дисперсия числа занятых ячеек определяются соотношением (9). 
Характерна малая величина относительного среднеквадратичного от- 

клонения при большом среднем значении числа занятых ячеек: 


=! при М = (п) > 1. (11) 


5. При использовании алгоритмов, требующих загрузки возраста- 
ющего числа ячеек в продолжение сеанса, в качестве показателя воз- 
растания числа занятых ячеек можно взять целочисленную функцию 
(5 *) аргумента, указывающего текущее время после начала сеанса. 1 


* Результаты расчета загрузки емкости памяти методом конечно-разностных 
уравнений, приведенных в [3], удовлетворительно совпадают с расчетами но (7) (см. 


пе $ 4 
** Число ячеек памяти М составляет величину порядка 108—101. 
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Число занятых ячеек в системе аналогично (1) определится соотноше- 
нием 


т, \8 
№ (®) == у 1 (п — $) У гк(п, 5), (13) 
51 1 
где 2х (п, 5), как и ранее, — случайная величина, равная нулю или еди- 


нице в зависимости от состояния ячейки в п-м кадре, занятой впервые 
в $-м кадре. 

При помощи преобразований, аналогичных (4) — (6), получим со- 
отношение для расчета среднего числа ячеек памяти, занятых в стацио- 
нарном режиме, в виде 


со 


М=* \ И — Е (9146 (14) 


0 


где Р(ё) — функция распределения длительности испытаний во всех ячей- 
ках, занимаемых в сеансе, в момент { после начала сеанса. 

Среднее число ячеек памяти, получаемых из (14), можно, например, 
вычислить в случае } (5) = &. 

Используя соотношение вида 


ии и = аи, (15) 
. 


получим, что среднее число ячеек в стационарном состоянии определяется 
зависимостью 

а 

а (п) Е ЕЕ ТРьиА Ч. (16) 

В отличие от случая алгоритма с фиксированной загрузкой памяти в 
сеансе, использование алгоритмов с нарастающим числом занятых ячеек 
приводит к зависимости загрузки емкости памяти от высших моментов 
функции распределения длительности испытаний. 

В частности, при линейной зависимости числа занятых ячеек от про- 
должительности сеанса средняя загрузка емкости памяти определяется 
вторым моментом функции распределения длительности испытаний. 

6. При выборе алгоритмов селекции образов должны учитываться по- 
казатели надежности воспроизведения, требуемая емкость памяти, слож- 
ность реализации и т. д. 

Алгоритмы могут строиться с использованием однопороговых и двух- 
пороговых [8] критериев. 

Характерной особенностью статистически оптимальных алгоритмов 
является необходимость удерживать данные в памяти в течение всего вре- 
мени сеанса, что приводит к загрузке значительного объема емкости па- 
мяти. 

При использовании неоптимальных алгоритмов запоминания данных 
на все время обработки не требуется и оказывается возможным проводить 
анализ серии импульсов одного канала (или группы каналов) за несколь- 
ко кадров. 

Рассмотрим случай воспроизведения образа нулевого порядка. Опти- 
мальный алгоритм селекции по данным п кадров состоит в сравнении 
числа превышений порога с критическим значением (селекция по крите- 
рию «/ из и»). Неоптимальные алгоритмы могут основываться на крите- 
риях «/ из №, где [© п. 

Наиболее простым способом селекции образов нулевого порядка явля- 


р отбор по однократному превышению порога (использование критерия 
«1 из п»). 
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В случае воспроизведения образов первого, второго и т. д. порядков 
применение оптимальных алгоритмов оказывается затруднительным 
в силу сложности обработки и естественными оказываются критерии 


| типа ‹] из 4. 


_ Например, при селекции образов первого порядка могут быть исполь- 
зованы критерии «3 из 3», «3 из 4» ит. д. 

Первые две отметки используются для формирования контура образа 
(следа), после чего проверяется попадание третьей отметки на продолже- 
ние одного из намеченных следов. 

Аналогичный прием может быть использован при селекции образов 
второго порядка (здесь могут быть использованы критерии «4 из 4», «4 из 
ит. д.). 

Отметки в трех кадрах используются для формирования контура об- 
раза (следа), после чего проверяется попадание четвертой отметки на про- 
должение следа. 

Сравнение эффективности различных подонтимальных алгоритмов се- 
лекции проводилось ранее [3, 7] и не является целью настоящей работы. 

Можно отметить заметную экономию в загрузке емкости памяти, до- 
стигаемую при использовании двухпорогового последовательного анализа, 
по сравнению с однопороговой процедурой селекции (см. Приложение). 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


Сравнение средней длительности испытаний при однопороговой 
и двухпороговой селекции 


В случае классического однопорогового алгоритма при достаточной длительности 
интервала обработки п, когда для накопленных значений может быть использован 
нормальный закон 


(АР | Ар |)? 
По —= р? ) (Г) 
где 
(Ри Ри 
р? = : 
Р-Р.) 


Ар — квантиль значений вероятности правильного воспроизведения 10 Ав — квантиль 


вероятности ложной отметки К. 
При А <р |^|>1^0|; |^1=У2П 1. Согласно (Т) получим 


17|. (И 


В случае двухпорогового алгоритма приближенные выражения для средних вре- 
мен анализа приведены в [6]. При РР 


от Е о м Ри 


$ 


а |, (ПТ) 


7 


рии Ри) 


п В. (ТУ) 


п 


Используя (11) — (ТУ), получим отношения средних времен анализа при после- 
довательном алгоритме ко времени анализа при однопороговом наблюдении: 


Пт ш (1—2) 
— 
5 — ии ША 
Выражения (У) и (УГ) показывают, в случае несимметричных требований к до- 
пустимым вероятностям пропусков и ложных срабатываний, экономию в длитель- 


вости испытаний, а следовательно, и экономию в емкости памяти при использовании 
последовательных двухпороговых алгоритмов по сравнению с однопороговыми. 


(УП) 
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[< 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


О ПЕРЕХОДНОМ РЕЖИМЕ ЗАГРУЗКИ ПАМЯТИ 
КИБЕРНЕТИЧЕСКОГО УСТРОЙСТВА СТАТИСТИЧЕСКОГО 
ВОСПРОИЗВЕДЕНИЯ ОБРАЗОВ 


Б. С. Флейма 


Получено выражение для производящей функции числа занятых 
ячеек памяти кибернетического устройства, обслуживающего поток вы- 
зовов. Проведен расчет переходного режима загрузки памяти такого 
устройства. Из полученных соотношений. как частный случай, следуют 
известные соотношения теории массового обслуживания. Доказан уни- 
версальный характер распределения числа испытаний при последова- 
тельном анализе близких гипотез и приведены кривые загрузки памяти 
в этом случае. 


В связи с работой кибернетических устройств воспроизведения сиг- 
чалов и образов на фоне пгумов [1, 2, 3, 4] возникает наряду со стати- 
этическими задачами ряд проблем из теории массового обслуживания. 
Эбыкновенно на вход такого кибернетического устройства может посту- 
тать либо поток «шумовых» выборок, либо поток, состоящий из смеси 
' пумовых и «сигнальных» выборок. При этом возникают разнообразные 
‚задачи фильтрации сигнальных выборок от шумовых. При ограниченном 
‘объеме памяти кибернетического устройства решение такого рода задач 
'чельзя найти обычными оптимальными методами математической стати- 
1угики (метод Неймана-Пирсона или последовательный анализ). Общие 
›птимальные принципы решения здесь не сформулированы. Одной из. 
‘частных задач, имеющей, однако, первостепенной практическое значе- 
` зие, является задача изучения вероятностного режима загрузки памяти ки- 
‘)ернетического устройства, возможное переполнение которой из-за ее 
‚ хонечности нежелательно. В стационарном режиме решение поставленной 
задачи содержится в [4]. В работе [1] приведена система конечно-разно- 
'гных уравнений для подсчета среднего числа занятых ячеек памяти в 
'тестационарном (переходном) режиме. В этой работе при широких допу- 
'цениях получены средние дисперсии и распределения числа занятых 
‘тчеек памяти в нестационарном случае. 

’ 1. Пусть на вход кибернетического устройства с бесконечным числом 
И = с ячеек памяти поступает поток независимых вызовов. Будем ха- 
'актеризовать его случайной функцией х (5), равной числу вызовов, по- 
'тупивших в промежутке времени & (5<#<5$ -- Й), где й > 0 — шаг дис- 
‘‹ретизации времени. Будем считать, что х(5$) и х($') — независимые слу- 
‘тайные величины при любых $== 5’ > 0. Пусть с каждым моментом $ свя- 
зана случайная функция У ($), означающая время обслуживания вызо- 
за, если он поступил в момент $, отсчитываемое с момента его возникно- 
‘зения до окончания обслуживания. Будем считать, что у ($) не зависит 
уг (5) при любых 5и 5'’_> О и имеет функцию распределения 


52 Я - 


Ру) < = Е, (0. (1) 
’ Рассмотрим сначала случай дискретного наблюдения реально непре- 
бывного потока вызовов $ =, % (3) = (1 1 =01, г ых В. 


'= сопзф > 0), когда моменты возникновения вызовов и окончания их об- 
злуживания неразличимы, если они находятся внутри промежутков 
зремени #(5 < Е< $ Е №) и отождествляются, например, с 5 ЕЯ. 
Пусть каждый возникший вызов обслуживается (статистически ана- 
пизируется) в отдельной ячейке памяти кибернетического устроиства 
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вплоть до момента вынесения окончательного статистического решения 
о его шумовом или сигнальном характере, после чего ячейка памяти очи- 
щается и может воспринимать другие вызовы. При этих условиях число 
ы (1) занятых ячеек памяти кибернетического устройства в момент # явля- 
ется случайной целосчисленной функцией. Требуется найти его распре- 
деление 7((Г) = т) по заданным  распределениям Р (х (5) =к) и 
Р (\ ($ < | = Е. (1. Введем производящие функции 


8 (2) = УР(х (5) =№Ю а (2) 


0) 


Си РЕ (3) 


Можно показать (см. Приложение 41), что (, (5) имеет следующее о с.нов- 
ное для дальнейшего изложения представление: 


= ею - (4) 


= 


Дифференцируя (4) по х, получим выражения для среднего Ей (#) и дис- 
персии Дь, (0: 
Ед (8) = С, (1) = УЕ» ($ М — И ((— $1, (5) 
Рр (0 = С: в С} (1) — 14: (0 = 
— Я (2). -- у [х ($) — Ех ($)] 4 — Е, (Е — $1, (6) 


= 


имеющие смысл при конечных Ёх ($) и Ох ($) соответственно. 
Еслих (5) имеет распределение Пуассона с параметром ^ (5$) = Ех ($) = 
ЛХ (5) 
Р-р О 
(х (9 = ^) = ды О , 


то р (1) также имеет распределение Пуассона 


Р (и (1 = т) = Рло (т) 
с параметром 


А (ОЕ, (6) = Эр = ИЕ | (7) 
8=М 


в чем легко убедиться подстановкой соответствующего значения произво- 
дящей функции в этом случае 8. (1) = е(*—1*6) в соотношение (4). 

Если в этом случае число элементов памяти кибернетического устрой- 
ства конечно, /{ = соп3% >> Л (со), то п (1 имеет, как можно пока- 
зать, усеченное на ЛИ распределение Пуассона 


ли А” (2) а 
Ро ррыо — 1О | Х-А шы окт, \ 


0 при т > М. 


Соотношение (8) указывает на то, что формула Эрланга [5] имеет место 
и в дискретном нестационарном пуассоновском потоке и в произвольном 
распределении времени обслуживания (вероятность переполнения памяти 
соответствует вероятности отказа [5, 6, 11]). 


{@) . : : 
переходном режиме загрузки памяти кибернетического устройства 1045 


2. Практически наиболее интересным является однородный случай, 
‹отда распределения х (5) = хил (5) =» не зависят от момента времени. 
В этом случае соотношения (5), (6) и (7) заметно упрощаются. Имеем 


[А 
Ак НЕКИЕ», (9) 


8—=И 


Гак как > М — А (5)| = Ру, и 
| 8=№ 

1 
Эр (1) = Ед (1) + (Ох — Ех) ХИ Е (5) < Е (+ Ох — Ех! Ех, (40) 


8) 
1 1 


И РЕ 
==!) 


$=— $=\ 


В случае однородного Пуассоновского потока п (1) имеет распреде- 
ение Пуассона с параметром 


[А 
Е Я бе (= вхо И — Е (5)] < Л (©) = ЕхЁ\. (11) 
8=И 
Тасто на практике Л (1 достаточно велико (Л (1 >> 100) и в этом случае 
‚астределение Пуассона переходит в нормальное распределение (со сред- 
им Л (1) и стандартным отклонением У Л (1), близкое к д-распределе- 
Ию. 
При этих обстоятельствах, когда Л (Й < Л (ПР аИЛ (0 ий = 
= ©0186, не имеет практического смысла различение случаев М = соп$ 
со И 


ее 
г = со, и вероятность переполнения памяти, равная Ух \е а, 
л 
4 


тносительно небольшим занижением Л (2) =М — иИ М по сравнению 
`М может быть сделана сколь угодно близкой к нулю при и > 3. 

При Л (1 < 100 вероятность переполнения памяти может быть оце- 
ена на основании таблицы, приведенной в [11]. 

Если производится дискретный анализ М > М элементов фазового 
ространства с вероятностями р‹ и рш появления импульсов соответствен- 
о в сигнальных и шумовых элементах, то х имеет распределение Пуас- 
она с параметром 

А = Ех = М [9 ре -Е (1 — 0) ры, 
деби1 — 0 означают доли сигнальных и шумовых элементов в фазовом 
ространстве. 

3. Рассмотрим случай больших Л (1, когда 0д-распределение п (1) 
пределяется единственным параметром Л (0. В этом случае Л (1) можно 
ыразить в компактной форме. В самом деле, введем новую шкалу време- 
и Е = ИЕ\, $ = $/Е\ и обозначим (см. (11)) 


ЧЕУ 


Е Ь Я И <и. (12) 


ЕЛ (=) — 


‘огда, используя соотношение (12) и полагая Ё ($Е\) = И’ ($), будем 
меть при # = сопзь и Ё\-> со 


(= ии) 6 <! (13) 


‘эссмотрим частные случаи соотношения (13). 
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а) Случай постоянного времени обслуживания (критерий Неймана — 
Нирсона). Здесь 

Оири о 

| р < Ъ, (14) 


И ый { при 1, 


Подставляя (14) в (13), будем иметь 


ов ыы при < {< 1, 
, — 
ри 
6) Случай экспоненциального времени обслуживания, характерного 
для телефонных приложений. В этом случае 


И ($) =1—е* (15) 
и, подставляя (15) в (13), будем иметь 
а. 


в) Вальдовское распределение [7] времени обслуживания 


И/ (5) = Ис (9 = Пе = Ъехр| — 5 (+ а" — 2) | 42, (16) 
о = 2 

где 
С = (ЕУБу (4 
(см. Приложение 2), и 
е Е 
а (1) = @ = 1 
Е — ИС (1+4 1 
А-а, 10 


Семейство нормированных 
г. РР | 
кривых а,(1) при различ- 


ных значениях С —=(Е\)?/Эу: 


1 ©9002 С = 2,0; 3 

С = 1,0: 4—6=05; 5—6=0.0 

О К - 
©= 0.1 


Р=/ЕУ 


Соотношение (18) получается интегрированием по частям соотношения 
(13) с использованием тождества 

у й у 

= (2) ав = \ И (2 аз. 

0 о 

Распределение (16) было получено Вальдом [7] для случая выбора 

между гипотезами о величине среднего значения нормального распределе- 
ния. Однако можно показать, что оно имеет универсальный характер 
(см. Приложение 2) для случая выбора между двумя близкими гипотеза- 
ми (обнаружение сигнала при малом отношении сигнал/шум) при несим- 
метричных порогах. Последние обстоятельства оправдывают табулирова- 
ние И/’с(5) и численный расчет ас(й 


Семейство нормированный кривых ас (1), вычисленных по таблицам 


функций И/’с(5) при различных С = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4: 0.5 50 ЗО 
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‘риведено на рисунке. По ним среднее число занятых ячеек в момент { 
ычисляется по формуле 


Ел (Е) — ЕхЕуа с (#/ Ем), (19) 


де С определяется из соотношения (47). 
Сопоставление кривых 4с(1) с аналогичными кривыми, рассчитаннымя 
гутем решения на вычислительной машине системы конечно-разностных 


'равнений [1], а также с конкретными реализациями ц (1) указывает на 
‹орошее согласование (см. [10]). 


А. В заключение рассмотрим случай непрерывного наблюдения потока 
зызовов, когда й —>0 и поток является ординарным [5], т. е. 


Ри = ел й ро), 
Р (м (5) >) =0), 
ткуда 
Р (к (5) = 0) =1—^ ($ В Но (№), 


в. (<) = ех-име-о®, 


3 этом случае производящая функция [(1), где = А=соп8 (1= Ий-> оо), 
как легко показать, имеет вид 


С, ИО, м = е(х—0А(), (20) 
й—>0 
‘де 
[ 
л@ = \^ а. (21) 


0 


е. и (1) имеет распределение Пуассона с параметром Л (д). 

Из соотношения (24) следуют результаты, полученные для Ё,. (1) = 
(ро 29 Пл -^л ВО =Ра [5], р. 50). 
Три конечном числе М >>> Л(1) ячеек памяти п (1) имеет усеченное на 


И распределение Пуассона с параметром Л ((). В этом случае при Ё -> оо, 
№ ($) =Ли р, = Е (0, когда Л (с) = ЕхЁЕу, получаем результат [6] 


ПРИЛОЕЕНИЕ 1 
Вывод основного выражения для производящей функции С) 


Зафиксируем множество ‚5 = (51, $2, ..., 8,) моментов, в которых появляется хотя 
зы один вызов (0 <г<л={/ 1). Легко видеть, что случайная функция | 5 ({), озна- 
ающая число занятых ячеек памяти в момент 1, при фиксации 5 имеет вид 


х($) 
из (= № о 2х, (® 0), (1) 
565 К. =1 


‘де 2х. (5, 1) — случайная функция, определенная на А.-м вызове, поступившем в мо- 
ент 5 (1 < ^,<х (5)), принимающая значение 0, если Ай вызов обслужен к мо- 


тенту &, и значение 1 в противном случас. 
Другими словами, случайная функция 


() 1 | 
2. (= [р 
к; (5 ) [Е.С ЕО $) ) 
'меет производящую функцию 
и - С - а Е У — 0. 
При фиксированных зи [и различных #, ел. (5, 1) являются независимыми, оди- 


аково распределенными случайными величинами, не зависящими и отх (5). Поэтому 
ля внутренней суммы (Т) можно воспользоваться свойством итерации соответствую- 


1046 Б. С. Флейшман 


щих производящих функций при образовании сложного распределения [9]. Для 
внешней суммы (Т) можно воспользоваться свойством мультипликативности произво- 
дящих функций при образовании композиции соответствующих распределении, так 
какх ($) независимы при различных $. 

В соответствии с вышеизложенным производящая функция и ‹ (1) имеет вид 


аз =Пьм+и-4,@— 1—1), (И) 
365 
где 
2®=У Ри ф=В И ФР (8 =0] = 
=1 
= [2, (=) —Р(х (5) =0)]/ 4 —Р(х (5 =0)] (ИГ) 


— производящая функция распределения х (5) при условии, что х ($) > 0. 
Легко показать, что производящая функция м (1) имеет представление 


= У Пи-рРо 6 =9) Ри 9 =0 С, @), (У) | 
365 


ЗЕВРи 365 


где суммирование ведется по 5, пробегающему всевозможные 2" наборов (51, $2, .-1 
зу ВХ ВЕ а 5 означает дополнение 5 к В„. Подставляя в соотношение (ТУ) явное 
выражение С, 5 (=) (1), после несложных преобразований с учетом соотношений (ПТ). 
получим окончательно 


1 
бьет ое и 


8=1 
ПРИЛОЖЕНИЕ 


Доказательство универгальности распределения Ис (х)для случая близких гипотез. 


Пусть требуется произвести выбор между двумя гипотезами Но (а = 4) и 
Н, (а = а1 > 40) О значении параметра однопараметрического семейства плотностей 
вероятности {, (2) случайной величины & с вероятностями ошибок 1-го и 2-го родов @ 


иВ соответственно. При использовании последовательного анализа для решения по- 
ставленной задачи число испытаний у для вынесения окончательного решения оказы- 


1 И | 
вается случайной величиной. Если }, (7) = У ехр |-5 (2 == «* то У / Е\ 


имеет распределение (16) (см. [7]). Рассмотрим случай близких гипотез, когда А: = 
—= а1 — % —[А|= | а — 4%| 0, при условии малости а большего порядка, чем 
В @ =о(В), В >0). Пусть при всех значениях х, на которых определена случайная. 
величина &, в окрестностях значений а = виа = а! }, (1) 2=>>0, {, (2) и ее 
частные производные по а до третьего порядка включительно непрерывны, а [1 {,(2)]^ 
(Е = 1,2, 3) со своими производными но а до третьего порядка включительно равно- 
мерно интегрируемы по всем х. 
Тогда, используя формулу Тейлора, можно показать, что 


{ А 
= \ 1. ®) № (1, (®) ГГ, @)) 4 = А: т —0,5) Ла (в) + 0 (43), (У) 
РА 1+ О 06, (УП) 
Во А (ОА (УИ) 


где 


= (1, ® 1 ©); 
© д т Д, (=) |^ 
Лу (ав) = \ м 


Эа Га, (2) аз > 9 (Е =, 3); 


а—а, 
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используя также результаты [7] и [8], (У) и (У1), будем иметь соответственно 


| 4 й 
ш + О (а) ш-— -О (а) 

78} 5 = В в 

ь [Е об | 


| 


- (УШ) 


А 


А 
А —0,5 | > (ао) 


1 
г а ] шв О (2) 
В а р — р лойЯ 1х) 
А о 


7? (ао) 


в предположении ДС 0,5 Д.,. 
Используя неравенство Чебышева и соотношения (УП) и (1Х), легко получим 
оценку вероятности 


Р|у=0 (4; | =) |>1 (в) (Х) 


Приступим теперь непосредственно к доказательству универсальности раснре- 
‘деления (16) для случая близких гипотез. Последовательная процедура выбора между 
гипотезами Но (а = 40) и Н; (а = а1 > ао) основывается на двухпороговом анализе 
коэффициента правдоподобия 


У 
/, == о С, (хп 


1—1 


Вже с; = Ш (а, (=) / о (х;)) является функцией 1-го выборочного значения +. 
Введем новые случайные величины 
$1 


<- 


С. = > ©. 


5 (71 
Гогда (ХГ) можно записать в виде 
У У 
р - (хп) 
9—1 1-81 


В 

‘дел (0 < ч< 1) произвольно мало. Тогда ляпуновское отношение (см. (УГ) и (УП)} 
‘смеет вид 

| 


- ей 
^де ^ = [\%/з] — целая часть числа \/5. Пусть порядок роста $ =0 |2 и |1 3) | 


НЕ и. /--3 3 в, 
Уре / УЕТЕЕЕХ вул т ПЕ =0) 


и 
> 3 1 
го обеспечивает асимптотическую нормальность 6 1 Вместе с тем, если у=0О (^, 2] = , 


| 


о можно показать, что при Д! -> 0 распределение [, определяется лишь первой слу- 


`айной суммой соотношения (Х11). Определим теперь последовательную процедуру 
ыбора между двумя гипотезами 


ПИ , В, (5) 
+ * * _ 0+ @1 аъ * Ш * _ 40 41 а; ‘5 
Но (в 00: == 2 - = и Н, (4 Е СИ + А: Р.Е) 


тносительно среднего значения 


ормально распределенной случайной величины 5*, имеющей плотность вероятности 
* Я 1 я 2 
а (=) = — Фр [--=@—@”| 
ы У2лс 25 


| известной дисперсией 0? = А? 22 с. 
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Легко показать, что соответствующий элементарный логарифм коэффициента 


правдоподобия имеет вид 


* * * „Ж * А + Е й 
Ре И) 
1 0 


б 


и он снова нормален (5,6, 809.0. 


„ я С В + 
Таким образом, случаиные величины 5 и С асимптотически одинаково вормально 


распределены. Отсюда с очевидностью следует одинаковая асимитотическая распре- 
деленность чисел \ и \* испытаний для окончания обеих процедур. Но \” имеет со- 
гласно [7] распределение (16). Отсюда следует, что и у имеет то же распределение. 


Заметим, что наше утверждение делалось в предположении, что \ = (А и 3) 


Таким образом, оно остается в силе лишь с вероятностью (Х), близкой к единице. _ 
Если А >20, ЭА:, то, поменяв местами во всех предыдущих рассуждениях @ и В, 


мы придем к аналогичному заключению. 


Оо — 


10. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАГРУЗКИ ПАМЯТИ КИБЕРНЕТИЧЕСКОГО 
УСТРОЙСТВА МЕТОДОМ САМОАНАЛИЗА 


В. А. Зятицкий 


Предлагается прямой метод анализа загрузки памяти электронной 
вычислительной машины (эвм), входящей в состав кибернетического 
устройства, — метод самоанализа — при бинарной дискретизации дан- 
ных, поступающих на вход этого устройства и их последовательном 
анализе. 

Даны алгоритмическое описание метода, блок-схема алгоритма (разра- 
ботанная методика может быть использована на любой эвм), приведены 
параметры программы, по которой проводился расчет. 


Одним из основных параметров, лимитирующих возможность вос- 

произведения образов кибернетическим устройством, является объем 
памяти электронной цифровой вычислительной машины, входящей в это 
‘устройство [1, 2]. 
В Ш] дан расчет памяти в стационарном, а в [2] — в нестационарном 
случае. В [3] получены системы конечно-разностных уравнений для под- 
счета среднего числа занятых ячеек вычислительной машины в нестацио- 
'нарном случае при бинарной дискретизации (уравнения решаются при 
помощи машины). В настоящей статье предложен прямой метод анализа 
загрузки памяти машины — метод самоанализа, который можно исполь- 
зовать и в ряде случаев, не рассмотренных в [2, 3;|; сопоставлены кривые 
загрузки памяти, рассчитанные методами, приведенными в работах [2] 
и [3], а также сравнены кривые [2] с кривыми, полученными методом само- 
анализа. 

1. Рассмотрим фазовое пространство А, состоящее из большого, но 
конечного числа М элементов: А = {т1, г2,..., Гь.... Гм}. В элементах г; 
на общем шумовом фоне ожидается появление образов, состоящих из от- 
дельных сигналов. Сигналы со временем либо остаются неподвижными, 
либо перемещаются из элемента в элемент. В случае поэлементного опоз- 
нания образа, в отличие от опознания образа в целом, для расчета загруз- 
ки памяти учет геометрической конфигурации образа не имеет существен- 
ного значения, а существенна лишь общая доля сигнальных элементов 
из А, входящих в ожидаемые образы. 

Выделение сигнальных элементов из А производит кибернетическое 
устройство, имеющее электронную вычислительную машину с объемом 
памяти в М ячеек. Интересен случай, когда М < М. 

Говоря далее о вызове из т:-го элемента, мы подразумеваем под этим 
‘возникновение сигнала в г.-м элементе фазового пространства (в слу- 
чае бинарной дискретизации это означает превышение интенсивности 
некоторого порога в элементе). 

Остановимся на работе кибернетического устройства. Оно много раз 
[проводит поочередный просмотр элементов #7: (1 = уси ‘устанав- 
ливает жесткую связь между поступающим вызовом и некоторой свобод- 
|ной ячейкой памяти машины (далее мы будем для сокращения называть 
ве ячейкой). При этом в ячейку засылается фиксированное число Л = 
начальная характеристика элемента. С течением времени в этой ячеи- 


* Период одного просмотра примем за единицу дискретного времени. 
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ке происходит накопление данных, образующих текущую характеристику 
| элемента из К. Как только кибернетическое устройство устанавливает 
нгумовой или сигнальный характер элемента по ], отвечающая этому 
элементу ячейка памяти очищается и может быть использована в Даль- 
нейшем. Наша задача заключается в том, чтобы произвести расчет загруз- 
ки памяти электронной вычислительной машины. 

2. Рассмотрим случай последовательного анализа данных при их 
бинарной дискретизации. Этому соответствует следующий алгоритм 
[3], эквивалентный алгоритму последовательного анализа. 

После каждого вызова из данного элемента (превышение интенсив- 
ностью первичного порога Х,) в соответствующей ячейке памяти начина- 
ет накапливаться случайное число } = |, («вес» по терминологии [3]): 


У 
ЛУ аб (а) 
=1 
где Е; — случайная величина, принимающая значение 1 или 0 соответ- 


ственно при превышении или непревышении интенсивностью вторичного 
порога Хз при 1-м просмотре указанного элемента фазового пространства 
В (значение [ см. в (9), р > О см. в (8)). Ячейка очищается, если выяв- 
ляется шумовой (/< 0) или сигнальный (}> {а} характер элемента, где 
{^ см. в (7). При О< {< {л испытание продолжается, т. е. в следующий 
момент времени изменяем } по формуле (1) и снова применяем наш крите- 
рий. 

3. Приступим к описанию прямой машинной реализации алгоритма 
[2], при которой машина сама анализирует загрузку своей памяти (само- 
анализ). 

3-1. Решая вопрос о загрузке памяти электронной вычислительной 
машины, мы должны подсчитать количество ячеек, содержащих числа 
0 < 7— [^а, где } — текущая характеристика элемента, отмеченного в 
памяти машины. 

3-2. При этом нам безразлично, как осуществляется реальная _ связь 
между элементом и ячейкой, хранящей ]. 

3-3. Пункт 2-2 дает возможность отказаться от требования жесткости 
связи элемент — соответствующая фиксированная ячейка (см. п. 1) 
и предположить наличие достаточно гибкой связи элемент — соответ- 
ствующая ячейка (см. 3-6 — 3-6-2). 

3-4. Для осуществления 3-1 в предноложении 3-3 потребуем, чтобы все 
ячейки машины, где хранятся числа }, были расположены подряд, 
без пропусков. 

3-5. Предположим также, что все возникающие вызовы появляются 
в конце просмотра. 

Пусть в конце ({ — 1)-го просмотра в памяти машины © числами / 
остается и*[(Ё — 1)] ячеек, и в кибернетическое устройство поступает 
Е В} новых вызовов. Тогда каждое из х [(Е — 1)] чисел р засыла- 
ем в ячейки с номерами 


и (Е — 11, а, .., Ме - Ох [@— 01. 
Всего перед началом {-го просмотра занято числами {р (1) ячеек: 
и (/ = [Е —= Ша — 
и 9, = Ь, 


где ] — номер ячейки, содержащей {; </> — число, стоящее в ячейке 
1 (х (1) в общем случае подчиняется закону Пуассона [2]. 

3-6. Пусть производится #-й просмотр фазового пространства В, т. е. 
по формуле (1) обрабатываются текущие характеристики ], хранящиеся 
в памяти машины. 


(2) 
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В результате обработки <> = [;(Е — 1) получаем <7> = 10). Поло- 
жим, что на данном этапе обработки имеется 4 чисел (4 — номер пос- 
ледней ячейки, хранящей }]): 


и’ () < ав (9 (3) 


Покажем, как осуществляется требование 3-4 в зависимости от полу- 
ченного значения <]> =]; (1) (3-6-1 — 3-6-2: < а. 
3-6-1. Если }; (1 < 0 или };(1 > [А, то в ячейку 7 засылается число 


(1) *. т. ©. 
$1 = 4—4); 


снова применим к <> = К (Е — 1) формулу (1). 
3-6-2. Если 0 < }; (1 < Га, то переходим к обработке числа <7 + 1> = 
и 
3-7. Если 4 = }, то после обработки <@» по формуле (1) процессе об- 
работки заканчивается и п’ (1) равно 


Га И а, 


= (4) 
| = 14| Та (2) < О Та (ТА. 
9-8. На рис. | представлена блок-схема программы, при помощи кото- 
рой осуществлялось моделирование. 
Программа, интерпретирующая метод самоанализа, требует 50 ячеек 
для команд, еще 5 ячеек занято под константы и 6 ячеек вспомогательные 


Рис. 1. Блох-схема программы, при помощи которой осуществлялось моделирование: 


1 — очистка памяти, построение программы по данному т; 2 — формирование команд засылок и 
засылка г чисел /; 3 — фиксация данной длины массива Т,; 4 — подсчет общего числа просмотрен- 
ных ячеек; 5 — восстановление команд и очистка текущего счетчика серии; 6 — Е-датчик слу- 
чайных чисел, распределенных по равномерному закону; 7 — сравнение с т.; 8 — уменьшение 
текущего веса }{ на единицу; 9 — увеличение текущего веса ] на 1; 10 — останов; 11 — фиксация 
числа просмотренных ячеек серии, где } > 0; 12 — сравнение с порогом 0; 72* — сравнение с по- 
рогом ГА; 18 — формирование команд для перехода к следующей ячейке; 14 — сокращевие длины 


массива на единицу и засылка / последнего на место ] < 0; 15 сравнение с и’ ы— числом ненулевых 
элементов серии; 16 — сравнение с постоянной, регулирующей частоту печати; 17 — регулировка 
частоты печати и печать 


(одна под константу переадресации и 5 команд для восстановления срабо- 
танных команд). В качестве оперативных ячеек использовалась вся остав- 
шаяся оперативная память электронной вычислительной машины. 
Приведем распределение ячеек памяти по блокам программы: | блок — 
7 ячеек: ПП блок — 3 ячейки; ПТ — ТУ блоки — 8 ячеек; У блок — 
3 ячейки; УТ блок — 9 ячеек; УП блок — 1 ячейка; УПТ блок — 2 ячейки; 
]Х блок —1 ячейка; ХГ блок —1 ячейка; ХП блок —1 ячейка; ХИТ 
блок —5 ячеек: ХПУ блок — 5 ячеек; ХУ блок — 1 ячейка; ХУТ блок — 
1 ячейка: ХУП блок — 2 ячейки. Числа, введенные в программу, пред- 


* Число ячеек с числами 0 < |< ТА тем самым уменьшается на единицу. 
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ставлялись в виде двоичных нормализованных чисел. Учитывая кон- 
структивные особенности БЭСМ-1, в программу были включены групно- 
вые операции и константы переадресации брались из ДЗУ. 

Для получения случайных чисел был использован алгоритм, прове- 
ренный Г. А. Ососковым. 

Интересно отметить, что для получения результатов по схеме само- 
анализа потребовалось — 3 мин, а для идентичных результатов по [3] 
20 мин. 

39. Методом, изложенным в 3-1 — 3-7, на БЭСМ-получена кривая 
загрузки памяти и (1). Для простоты бралось х (В =х = Ех=соп8%. 
Отнормировав время Гиц (1), получим 

ми 
Е р гига д СР) 
и р РИ 
ЕС (2) Еу Ех (5) 


(значение Еу — (см. (10)) среднее время пре- 
бывания |} =} в границах О<]< ра, 
Ех — среднее число вновь поступающих вы- 
зовов). Сопоставим с ас (№) соответствую- 
щую кривую 


гаи и = (6) 


(см. [2]), где И/’с (1) — функция Вальда (см. 
рис. 2). Можно видеть, что получено удов- 
летворительное совпадение. Это фактически 
является экспериментальным подтверждением 
теории, развитой в [1, 2]. 


Рис. 2. Кривая ас (1) приС = 1,5625. Звездочками 


нанесены точки кривой ас (2) (а = 0,8995 . 10-8; 
В = 0,1; ро = 0,2; ра = 0,2825; Еу = 100; п = 20; 
И, 0х Е —) 


4. Сравним результаты, полученные методами [2] и [3]. Задаваясь & — 
вероятностью ошибки 1-го рода; В — вероятностью ошибки 2-го рода; 
р: — вероятностью превышения первичного порога в сигнальном 
элементе; р, — вероятностью превышения первичного порога в шумовом 


элементе, можно получить параметры [3] при о < В. 


Бы 
Е Г (7) 
фа 


— ШВ 

во (8) 
п — 
И 


Тв 20 
= 
п (3) 


В: 
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и параметры [1, 2] 


Я 
ее. 
Е, (10) 
_ (Бу И 
С = д — ЕУ (1 — 1 р (1 — ро) › 9 
Ей (со) = ЕхЕу = МриЕх, (12) 


где рш — вероятность вызова из шумового элемента (ри < ро, так как 
Х!> Хз; предполагается, что число сигнальных элементов А мало по 
сравнению с числом шумовых элементов). 

Обратными преобразованиями легко получить а, В, р! через парамет- 


ры [3], задаваясь дополнительно ро. Случайное число и (1) занятых яче- 


ек памяти в дискретный момент времени # пред- 
ставлено в [3] в виде 


ТА 
в (д = >в 0, (13) 
1—1 
где ы, (2) — случайное число занятых ячеек, в 
которых }, =}. Для нормированных средних 
значений 
Ер;(1) _ 


тес =т (6, ие =то (44) 


Еф (55) 


Рис. 3. Кривая ас (1) при С = 2,02. Звездочками нане- 

сены точки кривой т (1) (а = 1078; В = 0,1; ро = 10-2; 

р1 = 0,04641589; Ем = 105,84155; рн = 64; 1 = 44; 
а, 


рекуррентной системе, выведенной в [3] на основе алгоритма п. 2, можно 
придать следующий компактный вид (параметр О = 1 [3]) 


т (5, И) = т“ (6), 
В 0, ЕЕ =. — Рот (Е — 1)], 


о 
> 
——._- заииинь чье” 


(15) 
А и) 
И 
ТА 
те (1) = — т (1, |, (16) 
1=1 


причем 


р ре О а а 1—0, (17) 


где в правой части т (1 — 1, 2) = 0 для х< 0. На БЭСМ-1 произведен 
расчет кривой т (1); после нормировки времени 1 = ИЕ\у ей была сопо- 
ставлена соответствующая кривая (6). Это сопоставление обнаружило 
хорошее согласование (см. рис. 3). Однако рекуррентность счета по фор- 
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мулам [3] приводит к накоплению в процессе счета ошибки, что, возмож- 
но, сказалось и при просчете точек кривой (рис. 1 в [3]) при р =\., 
О = Ч, (кривая в действительности идет регулярно ниже, чем в [3]). 

В заключение отметим, что моделирование методом самоанализа за- 
грузки памяти не вызывает затруднений и в более сложной ситуации 
движущихся образцов (см. [1], (13)), при которой теоретический расчет 
нестационарного режима аналитически весьма сложен. 

Выражаю благодарность Б. С. Флейшману, под чьим руководством 
была выполнена эта работа, и А. Е. Башаринову, принявшему участие 
в ее обсуждении. 
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К ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНОГО ОБНАРУЖЕНИЯ 
(ОСТАВНОГО СИГНАЛА ПРИ КОРРЕЛИРОВАННЫХ ПОМЕХАХ 


В. Ф. Нестерук 


Рассмотрена задача обнаружения сигнала, составными частями 
которого являются случайная и детерминированная функции на фоне 
нормальных коррелированных помех. Установлено общее выражение для 
коэффициента правдоподобия. Рассмотрены характеристики обнаружения 
для ряда конкретных случаев. 


ВВЕДЕНИЕ 


Статистическая задача обнаружения полезного сигнала на фоне флук- 
туационных помех ставится следующим образом. Входной сигнал $5(1), 
поступающий на приемник, состоит из полезного сигнала М (1) и помехи 


п(:), так что | 
5 (0 = М (0 п(0. (1) 


Считается известным, что помеха представляет собой случайную функ- 
цию времени с заданной многомерной функцией распределения плотности 
вероятности порядка Н. Относительно функции М (1) предполагается 
что она зависит от ряда известных и неизвестных параметров. Пусть ин- 
тервал времени наблюдения равен ТГ. За время Т приемник должен дать 
ответ о наличии или отсутствии полезного сигнала, если поступающий на 
вход сигнал равен 5(1) 

Решению поставленной задачи при различных условиях, наложенных 
на функции М (1 ип (1), посвящен ряд работ [1—6]. Согласно общей 
теории оптимальный приемник, обеспечивающий максимальную вероят- 
ность правильного обнаружения /) при заданных вероятности ложной 
тревоги Ё и времени наблюдения Т, должен быть устроен так, чтобы об- 
разовывать на выходе коэффициент правдоподобия 

12 5 
еб. РМ, ...,МИЯМ, . ..@Мь, (2) 
А 

где Рм +. (5) — функция правдоподобия события $ при поступлении на 
приемник полезного сигнала М (1) и помехи п (1); Р„ (5) — функция прав- 
доподобия события $ при поступлении на приемник только помехи 
п(2) и, наконец, Р (М1,..., М») — функция распределения неизвестных па- 
раметров полезного сигнала. 

Найденный коэффициент правдоподобия [ (5) нужно сравнить с поро- 
говой величиной [0 и тогда: 


если [> 4, то $ =М п, (3) 
вели 1.08 =. 

В настоящей статье решается задача обнаружения при следующих 
предположениях: п (1) — стационарная гауссовская случайная функция, 
а полезный сигнал М(1) — составной *, т. е. 

М (1) =т (9 р (0, (4) 
где т (1) — функция времени с полностью известными параметрами; 
и (1) — стационарная гауссовская случайная функция с заданной много- 


* Термин «составной сигнал» в работе [1] имеет другой смысл. 
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мерной функцией распределения плотности вероятности. Предполагает- 
ся далее, что случайные функции п (1) ий (й) статистически независимы 
и их средние значения равны нулю. 

Таким образом, согласно классификации, данной в работе [3], решает- 
ся задача сложного обнаружения составного сигнала (4) на фоне корре- 
лированных помех. 


1. КОЭФФИЦИЕНТ ПРАВДОПОДОБИЯ 


Считаем, что за время наблюдения Т произведено Н измерений мгно- 
венных значений случайной функциии $ (#) в дискретные моменты вре- 
мени. в, == ЕАЕ (= 2, НАНА) 

Введем выборки $ (&) = $; п(&) = т; т(&) = т; в (6%) =щ. 
Равенство (1) с учетом (4) для выборки будет иметь вид 


5$& = Ик + тк + Мх. (5) 
Введем корреляционные функции 
п (Оте- т = 8" (9), в@вад=Н” (9) (6) 
и соответствующие корреляционные и обратные им матрицы 
В", Ве, 0" — "ыы, ре = [В], (7) 


В силу статистической независимости случайных функций п (1 и 
и (1) корреляционная матрица А” суммы п (1 -- в (0 будет равна сум- 
ме корреляционных матриц п (1 ий (8), т. е. 


И ДА (8) 


Для вычисления 1 (5) подставим в формулу (2) явное выражение всех 
подынтегральных функций 


Н 
1 т 
Рио (5) —= н га ехр ре № Р; (%— М) (ВМ) ) 
(21)? Беё [В”] 2 в 
Р‚ ($) = Ри» (8) при М = 0, (9) 
Н 
а й 1 
Р (м, ин) = СИТ ты > Арни] . 


(21)? Ре [8%] 2 


После подстановки и преобразований формула (2) принимает вид 


(3) = А1 6$) А2($ — т), (10) 
где 
Н Н 
Аз (9 = ох | > Ратьть (11) 
По ЕТ 


— коэффициент правдоподобия, если М (# = т (0, т. е. когда рассмат- 
ривается простое обнаружение на фоне коррелированных помех [3] 


ЕЕ : г. 1°р 
(2п) 2 ре [В] 2 


Ы 


Н Н 

п 1 т, 
- Вилийк — 5 У (Ри Бу) вам х 
=] д 


—со т, 1, К=—1 


хам ,..@Ан (12) 
— коэффициент правдоподобия при обнаружении сигнала случайной 


формы, т. е. если М (1 = в (1). Для нашего сл = 
е у , Учая | = $ — т. Для вы- 
числения выражений (10), (11) и (12) введем новые переменные по пра- 
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лу 


Н 
Ик = о Веб (13) 
(| 
Ри Ве тир" Че 
ак как матрицы и А, а следовательно и матрицы и 0", положи- 
льно определенные, то, как известно, из теории [7] существует неосо- 
нная матрица В с элементами 6,„, такая, что имеют место равенства 


И к (14) 
Ее И (15) 

е числа их являются корнями характеристического уравнения 
её [2 — Ир" — 0 (16) 


В" — матрица, транспонированная по отношению к В. 
Введем обозначение 


Е РСС (17) 
‚ производя необходимые вычисления, найдем окончательное выражение 
тя коэффициента правдоподобия 


т 
тт 2 
и аи х 
ев [В*]? | Уи, 
&—=1 
4 Е ий и 2 - 
\ а а 2 
< © === ке =. А: о» | —= раша} , (18) 
. г (ук УЕ. ж 
‹е обозначено 
| Н Н 
Фо == о Си; бр == > Сати. (19) 
1-Е 1=1 


Из формулы (19) для 5« следует, что $» не зависит от входного сигнала 
(1. Из формулы (18) следует монотонное возрастание /(5) от вели- 
ны 


Н 
ф= У 5 (20) 
(| 
(е 
КЕ Е 21 
и — и” (21) 


ормулы (20) и (21) определяют структуру оптимального приемника об- 
‚ружения составного сигнала. Как следует из этих формул, оптималь- 
‚я процедура обработки входного сигнала 5(1} в данном случае содержит 
‚к линейные, так и нелинейные операции, причем линейная обработка 
ооисходит как до детектирования, так и после него. Как известно, для 
гтимального обнаружения сигнала заданной формы достаточно лишь 
лнейной обработки. Из формулы (21) следует, что наличие детерминиро- 
нной составляющей (2.) сказывается на общей схеме обработки в осу- 
ествлении дополнительной линейной операции суммирования Фо с вели- 
нами их ©. до детектирования. Заметим также, что формулы (20) и (21) 
экно видоизменить, сохранив при этом только слагаемые, зависящие от $5, 


— 2? е бо, ‹ 
ИО У а о аь в 
&=1 


© = 
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Первое слагаемое определяет структуру оптимального приемника при 
обнаружении одного лишь сигнала случайной формы. Второе — кор- 
реляционное слагаемое — как раз и определяет дополнительные линей- 
ные элементы оптимального приемника при обнаружении составного 
сигнала. 

Для дальнейшего необходимо изучить статистические свойства слу- 
чайных величин И’, и $Ф. 23 а В 


2. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЕЛИЧИН МИ ф В 
Случайные величины Хх. являются нормальными в силу линейности 
образования их из нормальных случайных величин $; по формулам (19). 
Следовательно, нормальными являются и величины И’,, образованные 
по формулам (21). 
1) Числовые характеристики И’, иф в том случае, когда входной сиг- 


чал $ @ =п() т ь (0. 


Среднее значение И’» 
И’, == | 1 ет Иа. (23) 


Находим далее корреляционную функцию величин И”, и И» 


о Зе приваа, | 
АИ’. АИ’ = ма (24) 
0 при В=Еч. 
Из формул (23) и (24) непосредственно следует 
я н 
и=ф= и =У и (а ие) |, (25) 
@&=—1 @=1 в 
о (26) 


2) Числовые характеристики И’, и ф в том случае, когда входной 
сигнал $ (1) = п (0. | 
Среднее значение И’, 


И. — А. . (27) 


Корреляционная функция величин У’, и И’ 


(^И’,) = при В = а, 
А.А — в. [ (28) 
0 при В = а. 
На основании (27) и (28) получим 
а Их 
аа = ф = У И” — ПЕ ое 1. 
: ы 9—1 р | 1 их Чо п. 1 — ыС: | (29) 
0? = ф— 9) =2 у № 
2 >| Чи Ты | (30 


Из выражений (24) и (28) следует, что случайные величины И’, яв- 
ляются некоррелированными и, следовательно, в силу их нормальности 
все они независимы. 
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$. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБНАРУЖЕНИЯ В ЧАСТНЫХ СЛУЧАЯХ 


Согласно формулам (18), (20) и (24) оптимальный приемник может 
ределять наличие или отсутствие полезного сигнала по схеме: 


если ф > фо, то $ = М-+ пм, 
если Фф<_ Фу, то $ =п, 


‚› фо — пороговое значение ф. 

1. Будем считать Н большим числом и принимаем анпроксимацию 
нкции распределения величины ф законом Гаусса на основании теоремы 
пунова в силу (20), (24) и (28). Оценка числа Н при заданных значениях 
›оятности правильного обнаружения 0), вероятности ложной тревоги 
а также величин 41, 42, 0%, 0? и нормальной аппроксимации зако- 


распределения ф, необходимого для различения гипотез, имеется в ра- 
‘е. [8]. Заметим, что нормальный закон достаточно точно аппроксимирует 
ствительную функцию распределения лишь в области значений ф, 
тзких к Ф. Это создает трудности при подсчете вероятности ложной 
воги Ё, принимающей на практике малые значения (108 — 104) *. 
го же время при значениях 2 = 0,9 можно с точностью порядка 10% 
тнять Н = 20 [9]. Учитывая, что величина функции распределения 
(ленно меняется в области малых значений Л и ограничиваясь указан- 
Г точностью, получим 


_ 


Ее. ое Рав, (31) 


Фа» 


а и 0, вычисляются по формулам (29) и (30), 
| > 2 р 


о в 
те = \е 24, (32) 
У? Фа: 


61 
| 


| 
али 01 вычисляются по формулам (25) и (26). Исключая из (31) и (32) 
аметр Фо, найдем характеристику обнаружения составного сигнала, 
исящую в общем случае от 2Н параметров, 


А Ыб (33) 


Во многих практических случаях число параметров уравнения (33) 
но уменьшить. Действительно, если принять, что А. то суще- 
тет единственный параметр, играющий роль эффективного отношения 
чал/помеха, 
| 2 

[а1 — а2]? [а1 — а2] 4 
| а ==—— — т Е (3 ) 


6 65 


Зоотношение (34) легко устанавливается из формул (31) и (32) при 
202. 
2 
Ча основании формул (26) и (30) заключаем, что условие 01—05 влез 
‘за собой требование 
Имин >> с (35) 


`‘Имин — наименьший корень уравнения (16). 
[ля выяснения физического смысла такого требования предположим, 


матрицы А” и А» коммутируют и пусть \, и У, — их собственные чис- 


: ЯМ уй ›) х функций 
* Значительное внимание вопросам о действительны рункц 
ределения законом Гаусса уделено в работе 15]. 
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ла (у"`> 0, уе `> 0). Тогда 


= = ПАНА ДЕ (36 


Рассмотрим след матриц А" и Ав: 
Н Н 
рн = НМ р у, эрАь = ИР = я У, 


@=1 ЕЯ! 


где МиР — средние мощности помех п (1 и составляющей сигнала | (й 
Отсюда следует 


н- 2 (2), 2-2). В 


Формулы (37) показывают, что средние мощности помех и случайно 
составляющей сигнала являются суммами «парциальных мощностей» 
приходящихся на одну «степень свободы». 

Формула (36) дает отношение парциальных мощностей помех и состав 
ляющей полезного сигнала и (1). Таким образом, принятие условия 
с?, = 02, означает, что рассматривается случай, когда любое из парциаль 
ных отношений сигнал/помеха много меньше единицы, т. е. на основании 
(37) отношение Р/М<1 (пороговый сигнал). На практике описанные выпи 
условия реализуются, например, при обнаружении какого-либо объек 
та в присутствии хаотических отражений от «облака отражателей» [51 
Небольшой объем облака отражателей увлекается объектом и отражения 
возникающие при этом, должны относиться не к помехам, а к полезном' 
сигналу. Поскольку объем части облака отражателей, создающий полез 
ный сигнал, мал по сравнению с объемом, создающим помехи, то естествев 
но считать Р/М<<. 

Подчеркнем, что все сказанное относится лишь к составляющей полез 
ного сигнала ц (1). На составляющую сигнала т(й при этом никаких огра 
ничений не накладывается. 

Подставив в (34) значения а@1, 42 и 07, = 02? и учитывая (35), мож 
упростить формулу (34): 


@ г +, (3 
ИС - 
где => > та} В == р Оитать. 
9—1. О 


Заметим, что велична г зависит только от свойств случайных функци 
ВР) и п(1), а величина р — только от свойств случайной функции п( 
и детерминированной функции т(0. 

Если детерминированная часть полезного сигнала преобладает, т. | 
М( = т(1), то очевидно г<р, из формулы (38) следует 4 =р. Вел 
чина р введена в работе [3] и названа «обобщенным отношением сигнал/п‹ 
меха при простом обнаружении» *. 

Если же преобладает составляющая полезного сигнала случайной фо] 
мы, т, е. М (1) = в(1) и г>о, то имеем | 


О 
й = = р) хх рр (3 
а 


Таким образом, величину г можно назвать эффективным отношени‹ 


сигнал/ помеха при обнаружении сигнала случайной формы на фоне ко 
релированных помех. 


* В работе [3] величина р обозначена буквой и. 


] 
| 
| К теории оптимального обнаружения составного сигнала 1061 
| 


Формула (38) показывает, что при принятых выше условиях эффектив- 
(е отношения сигнал/помеха составляющих полезного сигнала склады- 
ются. 
2. В рамках практического примера, описанного выше, естественно 
`итать энергетические спектры случайных функций п (1) ип (1) подобными 
УГ другу: 

С (в) = 16" (©), (40) 
Вит > 0. 
' Принятие такого условия основывается на том, что природа случай- 
сх функций |(0) и п(1) одинакова, т. е. они создаются различными объе- 
| ми одного и того же облака отражателей. 
' При выполнении условия (40) матрицы А" и В» коммутируют и, как 
‚гко показать, в результате имеем 
: - ыы. (41) 


| = $1. (9 РЕ И 
| и ин М 


| На основании формул (24) и (28) заключаем, что дисперсии случайных 
‘личин И’. будут одинаковыми при а = 1, 2...., Н. Это дает возможность 
казаться от нормальной аппроксимации функции распределения вели- 
ины ф. Для нахождения вероятностей 0) и Г используем в качестве до- 
аточной статистики функцию 1 = ф/^. Функция распределения вели- 
ины \р установлена в работе [10]. На основании [10] и формулы (41) имеем 


р Е В | Е 

лежа . о АДА у 
| _ 27 \ ет ри: |42, (42) 
145? “ и 
В А? 1) 

1 

| ехр р о т 
| = [г ие мин (24) ай, (43) 


'е ро— пороговое значение 1; /„ (2) — модифицированная функция Бес- 
‘ля порядка п; величина А равна 


| Н к 2в 

| И № 7. | (44) 
| (= 

” На основании (23), (27), (41) и (44) получаем 

1 1 

| Е — Е 
4, = | о 2] . АЕ —- 


Нетрудно видеть, что характеристика обнаружения здесь будет трех- 
а 
р 


| 
| 
| 


Е (ОН (46) 
Если детерминированная составляющая полезного сигнала отсутству- 
‚ то вероятности /) и К подсчитываются при помощи распределения 
| с Н степенями свободы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 


’ Рассмотрена теория оптимального обнаружения составного сигнала 
›и коррелированных помехах. Слагающие составного сигнала в отдель- 
эсти могут представлять собой сигналы, имеющие максимальную и ми- 
тмальную вероятности правильного обнаружения [4]. В частных случаях 
\йдены формулы, определяющие вероятности правильного обнаружения, 
›жной тревоги и эффективное отношение сигнал/помеха. Выражение 
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(10) остается справедливым, если считать, что функция т (1) имеет неи 
вестные параметры. Таким образом, формулу (18) без особого труда можн 
обобщить на случаи, когда начальная фаза т(:) неизвестна или когда слу. 
чайной является одна из выборок ть (К = 1,2, 3,..., Н). 

Пользуюсь случаем выразить благодарность Н. Н. Порфирьевой 
В. А. Соколовой за помощь при выполнении работы. 
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ОПТИМАЛЬНЫЙ ПРИЕМ УЗКОПОЛОСНОГО СИГНАЛА 
С НЕИЗВЕСТНОЙ ЧАСТОТОЙ НА ФОНЕ ШУМОВ 


Р. Л. Стратонович 


Найдено апостериорное распределение вероятностей для частоты 
| узкополосного сигнала, искаженного помехами. Получено дифферен- 
циальное уравнение оптимальной нелинейной фильтрации и предложена 


следящая система, осуществляющая оптимальную обработку принятого 
сигнала. 


| ВВЕДЕНИЕ 
’ Узкополосные сигналы вида 5(1) = А соз (ё - $) весьма часто при- 
‘еняются в радиотехнике, причем полезная информация бывает заключе- 
|а в значениях амплитуды А, фазы ф или частоты ®. Когда в распоряже- 
ие наблюдателя поступает суммарный сигнал т(1) = $(1) + п (1), иска- 
}енный помехами п(, возникает задача оптимального выделения полез- 
ого сигнала 5(). Здесь возможно большое число различных частных слу- 
`зев, так как параметры сигнала могут быть неизвестными или частично 
‘звестными, постоянными или непостоянными, шумы могут быть гаус- 
эвыми или негауссовыми, белыми или коррелированными. В некоторых 
`ростейших случаях задача оптимальной фильтрации решается путем 
`рименения известных, так сказать «классических» методов. Когда частота 
' известна априори, а «декартовы координаты» 5 = А с0$ ф, у= — А 
‘0 Ф образуют гауссовы случайные величины или процессы при гауссо- 
ом шуме, достаточно теории линейной фильтрации Винера-Колмогорова. 
| тоит только предположить, однако, что аплитуда А также является апри- 
‘рно известной (имеет не релеевский, а дельтаобразный закон распреде- 
'ения), как линейная теория окажется недостаточной. Соответствующие 
| 


гому частному случаю уравнения нелинейной фильтрации рассмотре- 
ыв [1]. В общем случае, когда все три параметра А, ф, о полезного сиг- 
‘ала представляют интерес для наблюдателя и подлежат определению, 
‘здача может решаться путем рассмотрения и моделирования системы 
‘равнений оптимальной нелинейной фильтрации, выведенных в [4, 2]. 
| В настоящей статье мы рассмотрим случай, когда для наблюдателя 
`редставляет интерес главным образом частота полезного сигнала. Конеч- 
‘0, и в этом случае можно записывать и моделировать систему уравнений 
ля всех трех параметров сразу, а затем пользоваться лишь значением 
‘астоты, однако оптимальная система при этом получается довольно 
‘пожной. Поэтому мы наметим другой путь решения задачи, подвергая 
зорию [1] модификации, удобной для данного частного случая *. 

’ Для выделения узкополосного сигнала с неизвестной частотой из шума 
‘ногда применяется прием с использованием синхронизации. Принимае- 
‘ый сигнал подается на генератор, работающий в режиме захватывания, 
’ результате чего частота генератора приблизительно совпадает с часто- 
ой полезного сигнала. Такой способ приема, однако, не является опти- 
`альным. Признаком неоптимальности служит уже то обстоятельство, 
то параметры системы (генератора) берутся не зависящими от интенсив- 
‘ости помех и от быстроты априорных изменений частоты. 


* В статье [5], опубликованной после того, как данная работа была сделана в пе- 
ть, предполагается, что скорость изменения частоты постоянна. Тем самым случай 
|гременной частоты сводится к случаю постоянных параметров, рассмотренному 


Ю]. 


| 


| 
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В настоящей статье предложены оптимальные приемные системы, | 
построенные по другому принципу, а именно, по принципу слежения за 
наиболее правдоподобным значением частоты. Для такого слежения мо- 
жет быть применен частотный дискриминатор, управляемый обратной 
связью. Оптимальная жесткость обратной связи вычисляется теорети- 
чески из уравнений оптимальной фильтрации. Она оказывается перемен- 
ной в соответствии с тем, что значимость получаемой информации непо- 
стоянна во времени. Другой отличительной чертой системы является, | 
то, что рассогласование А собственных частот контуров дискриминатора | 
не находится в прямой связи со временем априорного непостоянства час- | 
тоты и с затуханием контуров. Система будет правильно работать и тогда, | 
когда рассогласование А меньше разности между оценочной частотой и 
истинной. 

Предлагаемой системе свойственны некоторые трудности, связанные 
с начальным временем работы, так как в начальный момент оценочная 
частота может оказаться далекой от истинной и система первое время будет 
работать в неоптимальном режиме. Эти трудности мы не рассматриваем. 
Предполагается, что для первоначального обнаружения сигнала и грубой 
оценки его частоты применяется одна из ранее известных схем, например, 
схема параллельных контуров [3]. Затем подключается данная система, 
для дальнейшего уточнения частоты и слежения за ее изменениями. Она 
будет работать в нестационарном режиме. Используемый принцип слеже- 
ния за частотой в какой-то мере перекликается с идеей «следящей настрой- 
ки», высказанной ранее [4]. Однако сходство здесь скорее внешнее. Систе- 
ма [4] неоптимальна, так как не использует данные об интенсивности шу- 
ма и быстроты изменения частоты. В свете приведенных нами рекоменда- | 
ций идея следящей настройки приобретает принципиально новое содержа- 
ние. 


1 АПОСТЕРИОРНАЯ ПЛОТНОСТЬ ВЕРОЯТНОСТИ ДЛЯ ЧАСТОТЫ 


Задача фильтрации узконолосного сигнала является наиболее сложной 
в том случае, когда его частота априорно неизвестна. В дальнейшем мы 
ограничимся именно этим случаем, предполагая к тому же, что фаза сиг- 
нала имеет равномерный закон распределения, не несет в себе никакой 
информации и поэтому не представляет интереса. Сначала, до тех пор, по- 
ка не будет специально оговорено, параметры сигнала мы предполагаем 
постоянными, имеющими априорную плотность распределения 


` 


ры (А, Ф, @) = о (А) р (6). (1) 


Пусть искаженный сигнал т(#) = $(1 - п (1) принимается в течение 
интервала времени 0 < {< Т. После приема частота ® остается случай- 
ной величиной, описываемой апостериорной плотностью распределения 
№рз (®, Т), которую требуется определить. | 

Если шум п(!) представляет процесс Маркова, то ему соответствует 
функционал вероятности И/ [п(1] [2], который будет использован для оты- 
скания апостериорного распределения. Учитывая статистическую незави- 
симость между сигналом и шумом, запишем совместное распределение 
шума и параметров сигнала А, ф, © в форме 


60186 2, (А, ф, ®) И’ м (11. 


Подставляя сюда п (1 =г(0 — $(1, по теореме обратной вероятности 
находим апостериорное распределение для параметров сигнала: 


| 
из (А, Ф, &) = ©0136 шрь (А, ф, в) И’ [1 (1 — А соз («ё + Ф]]. (2) 
| 


Чтобы получить апостериорное распределение для частоты, остается 


учесть (1) и проинтегрировать последнее равенство по А иф. Рассмотрим 


отдельные частные случаи. | 


_ 


| Оптимальный прием узкополосного сигнала 1065 
АА. 
| - 
’ 1. Пусть А, ф, ® постоянны и п (4) есть белый шум с корреляционной 
| . 1 

рункцией ‹<пп.> = 5 №об ТА. 

Гогда 


| 


т 
И (@Т = ехр |- тт п2(1) |. (3) 
0 
‚ Формула (2) в этом случае дает 


У 
1 рз (А, Фф, ®) — ©0156 10 рт (А, ф, 0) ехр [| с08? (2 -- ф) РМ в 


© 


6 
2-х, | со (6 $) * (0 4]. (4) 
| 0 


7: 
Используя условие узкополосности, при «Т>> 1 интеграл \ с052(%Ё -- Ф) 4 

) 

0 


`ожно заменить на 7/2. После этого из (4) получаем 
| 


Ре (0) = ©0056 № (®) <ехр |-5 ри а 2 —— ыы (< Еф) г (да 1, (5) 


[пе косыми скобками обозначено усреднение по априорному распределе- 
‘Ию амплитуды и фазы. Полученная формула приводит к следующим ре- 
‘ультатам. 

а) Когда амплитуда А = А заранее известна, в (5) остается лишь ин- 
эграл по ф, который по известной формуле выражается через функцию 
‚есселя от мнимого аргумента /[0(2) = /о(12). Поэтому 


—— д 


| Фу () = сопзЕ рг (6) 1о (2 т В (=) (6) 
пе 
| т ть 
Е? (5) = (\ с08 «Ех (8) 4) +(\ ш ®ё^ (2) а) ие 
| тт : 
и т о (#— #) т (4 г (2) ае. (7) 


| 
| 


| При условии А?Т/№ >> 1, которое можно назвать условием хоро- 
пей фильтрации, аргумент функции Бесселя значительно превосходит 
иницу, и можно воспользоваться для нее известным асимптотическим 
в. Го(2) = (2п2)—"} е*-> ©0184 е?. Это дает 
5245 Е 
© ге 
| №рз (9) = сопз6 уг (6) е № (8) 


’ б) Пусть х = А с03ф, у = — А чаф есть независимые гауссовы слу- 
'айные величины с дисперсией 0?, что соответствует релеевскому закону 
‘аспределения амплитуды (А?= 207). Формулу (5) можно представить 
| виде 


й т 
| Зы 
в (®) = 0186 Шрг (9) <ехр |-> эм. (2? ы у?) - № | с0з шфёт (1) ЧЕ -- 
0 
т 
} + \ чт ®Ё (1 и}. (9) 
0 
0 
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1 \ Е м | у я ой | а и20? 
== ехр 1— 55 — А ехр ||, 
У 2ле р] 2% 2№ | ( № 2 (1+ ей 


при этом получаем 


Взяв интеграл 
| 


2528? (6) 
10 рз («) == 10 рг (®«) ехр № (СТ № 


В частном случае, когда априорный разброс амплитуды велик (56?Т > 
>> №), имеем 


2Е1. (©) 
шрз (®) = 60136 шрг (9) ехр И 


в) Полученные результаты обобщаются на случай коррелированного | 
гауссова шума п (0. В Приложении 1 показано, что если время наблю- | 
дения Т значительно превосходит время корреляции шума: 7 >>> ткор» 
то выведенные формулы сохраняют свой вид. Единственное изменени 
заключается в том, что № заменяется спектральной плотностью 


со 


5» (6) =2 | а <пи.> 4, (12) | 


—оо 

неравномерной в диапазоне возможных значений частоты. В частности, | 
| 

формула (11) принимает вид 


28? (©) | 
Т 

10рз (&) = ©0186 фр, («) ехр | — > 13) | 
рз (6) ИО) ри ( )| 
2. Перейдем к случаю априорно непостоянных амплитуды и фазы или, | 
иначе, переменных 2 = А с05ф, у= — Азпф. Пусть последние 
представляют собой независимые стационарные гауссовы процессы с нуя 

левым средним значением и корреляционной функцией 


<ат,> = <уу,> = (9) = 028 (9). (и) 


Отметим, что корреляционная функция полезного сигнала при этом вы 
ражается формулой 


{88:> = К, (т) = фо(®) сов от. “ 


Если п (1) — белый шум, то для апостериорного распределения час- 
тоты получим выражение 
т 
1 


Фрз (%) = 0186 шрг (в) «ехр|-— 5 \ (12 - 92) @Е-Е 
0 


| 
| 


0 0 


Ч Т 
| х (6) созоёт (В а - \у (о тоЁ ай, (16) 


которое служит обобщением формулы (9). Здесь производится усредне 
ние по случайным функциям # (1, у (1. 

Вычисление среднего (16), как показано в Приложении 2, приводит 
к результату 


оз (>) — 60186 Фр; (5) х 


М 


= 


х ехр| е | А, #) созо (Е — Р) г (1 г (6) а 4. (17) 


| 
| 
| 
| 
| 
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‚десь в случае интервалов 7, значительно превосходящих по длительности 
‘ремя корреляции т, флуктуаций амплитуды и фазы, /1 определяется 
‘ормулой 


у 1 © Е ; 0 
ре \ е—1(1-—1)51 (0) 4®; 9) Е (18) 
| = 2 № 
| (5%(«) = 2 \ слот фо (1) 4т). 


[ри малых интервалах Г < т. непостоянство амплитуды и фазы не 
казывается и можно пользоваться формулой (10). При промежуточных 


| 
| . :й А 
‘'начениях 7 — т. осуществляется переход от = ( м -- Е р К 
 ыражению (18), причем А1(1, /) находится как решение ‘интегрального 
'равнения (ХИ) (Приложение 2). В частном случае, когда Хо(т) = о?е—“|“\, 
‚спользуя (18), находим 


ее 


2о* 
ЕТ :- 


(т) = 02е—\1т1, 


= 6. (19) 


’ 3. До сих пор мы считали частоту ® априорно постоянной величиной. 
[ротивоположный случай переменной частоты более труден для анализа. 
‘тобы избежать усложнений, связанных с точным учетом непостоянства 
'астоты, и в то же время учесть конечность интервалов времени длитель- 
‘остью порядка т.= 1/В, в течение которых ® остается приблизительно 
‘остоянной, следует в полученных ранее формулах производить интег- 
'ирование не по всему интервалу О «< Е< Т, а лишь по интервалу 
"”— 1, < &< Т. Иначе конечность т, можно учесть, вводя обрезающий 
‘ножитель е-8Т—И, который описывает уменьшение роли прежних значе- 
ий сигнала в определении частоты. Тогда во все соответствующие фор- 
‘улы вместо выражения (7) нужно подставлять 


| 


И ЧР 
Е, () = \ е—В(Т—0-—в(Т-—№) сов (& — #) г (д г (4) аа = ХЗ У?, (20) 
55 


це обозначено: 
ГВ 
ее \ е-Т-9 созо (Т — Вт (0 4; 
0 
(21) 


ЧЕ 
у = е—8(Т—9 зто (Т — Вт (0 4. 
0 


| 


(ри Т >> 1/8 нижний предел интегрирования можно распространить 
0 — со. Вместо (11) в этом случае можно пользоваться формулой 


7 
4рз (0) = ©0186 р: («) ехр [метет К | ‘ (22) 


[93] 
+ 


| 


Брм 
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2. УРАВНЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ И ОПТИМАЛЬНЫЕ 
СИСТЕМЫ 


1. Предыдущее рассмотрение показывает, что в результате теоретичес- 
кого исследования можно получить аналитическое выражение для апо- 
стериорного распределения интересующего параметра. Это выражение 
удобно представить в форме | 


1» (0) = сов е®®, Т) (23) 


и использовать для расчета и конструирования оптимальных фильтрую- 
щих систем. Полученные ранее результаты дают различные примеры выра- 
жения Ф (о, Т). Так, если для конкретности выбрать формулу (11), то 
получим | 


Ф (о, Г) = шо (6) лт ®). (24 


Второй член, зависящий от принятого сигнала, как правило, дает зна-! 
чительно более острый максимум, чем первый член, соответствующий! 


априорным данным. Условие вида А? Т/№ > 1, при котором это имеет 
место, можно назвать условием относительно не слишком больших помех, 
Оно должно выполняться в тех случаях, когда требуется хорошее качество 
фильтрации, удовлетворительная работа системы в целом. При его выпол-! 
нении априорные данные не играют существенной роли и их можно не 
принимать во внимание. Отметим, что при этом условии одновременно те- 
ряет значение точный выбор критерия оптимальности, так как различ 
ные критерии приведут практически к одним и тем же результатам. Для 
конкретности будем исходить из критерия максимальной вероятности 

После приема сигнала 7т(!) на интервале 0 < {< Т требуется указати 
оценочное значение частоты, соответствующее виду — сигнале 
(1). Это значение, зависящее от Т, будем обозначать в0(7). Определяя 
его из условия экстремума выражения (23), имеем 


ОФ (®,Т 
ТТ 0 при © = ©). (25 


С течением времени 7 значение хо(Т) меняется, поскольку меняются! 
и уточняются наши апостериорные сведения. Оптимальная система, рабо 
тающая в конечном счете по принципу следящей системы, должна следит 
за этими изменениями. Дифференцируя (25) по Т, находим дифференциаль! 
ное уравнение 


ав, (Т) _ 9°Ф (во (Т), Т) 


И) дФ0Т (25 
если обозначить 
ар - — 206.1). ел 


а (Т) 
Величина а (7) (или а (Т)) имеет прямой физический смысл. Она оп 


сывает апостериорную неточность До в определении параметр: 


о (Ло = У а(7Т)). Дифференцируя (27) по Т, можно получить уравне 
ние для а (Т): 


а ра 
ат \а ) а о: (2 
03Ф 0% 
посл е; Е 
осле пренебрежения членом де Эт 


рации в гауссовом приближении, которые выведены в [1, 2] другим спосе 
бом. Искомая оптимальная система должна быть сконструирована та 
чтобы она управлялась указанными уравнениями. Вид правой части (26 
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'оворит о том, что имеет место слежение за экстремальным значением 
”› Которое дает максимум производной ОФ/ОТ. Сигнал рассогласования 
цри этом пропорционален д?Ф/дедТ. Соответствующий коэффициент пе- 
'едачи о (Т) зависит от времени. Точное значение этого коэффициента и 
‘го зависимость от г (1) не играют принципиальной роли в процессе сле- 
цения. В этом отношении оптимальная система разбираемого типа явля- 
тся гибкой. Важным является лишь соотношение по порядку величины 


о (Т) — (Ав). (29) 
’ Отмеченная нечувствительность к а(Т) позволяет упростить задачу 
конструирования оптимальных систем, рассматривая не оба уравнения 


126), (28) одновременно, а лишь первое, поскольку можно избежать точ- 
ного определения а (Т), и брать вместо (27) какое-то среднее значение 


1 _ ФТ) 
м) 0%? у (30) 


2. Под Ф (о, Т) следует понимать те конкретные выражения, которые 
| д ду р 
олучены в предыдущем разделе. Для примера (24) уравнение (26) имеет 
р 
та Е ЕЁ 
409 24 д ту = д ИВ 

я —- р | Е яя | “7 . || 
ат №Т до [Е т \ Тр) (31) 
' Как показывает анализ, кардинально важным для целей фильтрации 
з последнем выражении является первый член. Поэтому мы рассмотрим за- 
цачу моделирования уравнений оптимальной фильтрации на примере про- 
'тейшего уравнения 


400 _ 24а д ( —— г 
| ат МТ до Втр"), (32) 
‘де согласно (30) 
| № т 1 О 

ай ЕТ ЕТ. ве 


’° В случае более сложных выражений Ф (%, Г) и более сложных урав- 
(ений фильтрации задача решается принципиально тем же способом, но 
ожет произойти дополнительное усложнение фильтрующей системы. 
' Используя (7) и обозначая 


| т 
= \еоз О бы \ эт в (7 — дл (0 @, (34) 
о о 
‹‘меем 
5 Е =] 
Пе х: от = 27Х. (35) 
Тоэтому уравнение (32) принимает вид 
90 м 9 у 36 
д 2 (0 (96) 
Из (34) следует, что Х = Х (Т) является решением дифференциаль- 
ого уравнения 
ФХ (1 Ч" (+) 
И ах =. (37) 


‘юда входят величины «о= 0(Т), Х (1, относящиеся к различным мо- 
ентам времени. Поэтому моделирование такого уравнения сопряжено 
‚ дополнительными трудностями, так как требуется задержка во време- 
и. Когда ®о(Т) является относительно медленно меняющейся величиной, 


т (37) можно перейти к уравнению 


Ч» (1 
и + 62 (0) Х (9 = г й (38) 
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которое моделируется значительно проще. Связанная с такой замено 
погрешность вполне окупается упрощением оптимальной системы. | 
Чтобы получить уравнения, которые подлежат непосредственному мо- 
делированию, остается избавиться в (36) от производной по Фо. Это можн 
сделать двумя разными способами. Первый заключается в том, что в 
сматриваются два сигнала Х, Хл 

которые определяются уравнениям 


< ЯН Х Ва 
о 


соответствующие постоянной растрой- | 
Рис. 1. Блок-схема системы с парал- К@ А. Уравнение (36) при этом заме- 


лельными контурами нится уравнением 
а й - 
в = ел [Х — ХА], (40) | 


Величину расстройки А можно брать произвольной и достаточно малой 
(меньше затухания контуров и прочих постоянных системы). | 
Систему, соответствующую уравнениям (39), (40), можно назвать си- | 
стемой с параллельными контурами. Ее блок-схема изображена на рис. 1. 
Разность напряжений Х—Хл, полученных на выходе двух колебательных 
контуров, имеющих расстройку А, умножается на г(, усиливается и 
подается на блок интегрирования, который вследствие обратной связи 
корректирует резонансную частоту контуров. Может быть использовано | 
также гетеродинирование с управлением частотой гетеродина. 
Напрашивается другой вариант системы с параллельными контурами, | 
в котором частотой контуров управляет не г [Х — Хл |, а разность ам- | 
плитуд Ет — Етд колебаний Х(, Хл({) на выходе контуров. В этом | 
варианте сигналы Х(), Хл({) сначала подвергаются детектированию, 
а затем вычитаются. Вопрос о преимуществах того или иного варианта | 
можно решить экспериментально, хотя, по нашему мнению, система пер- | 
вого варианта более гибкая, поскольку она основана на приведенной выше | 
теории *. Й 
Другой способ избавления от производной в (36) заключается в следую- 
щем. Сигнал Х, как видно из (37), в операторной форме можно записать 


о (ил) | 


| 
| 
| 


Непосредственное дифференцирование дает 
9х _ р 


Эс — 260 (2 в 02) (42) 
Если обозначить | 
И Я 
Ро Ра, (из 


то (36) примет вид ^ 
в, = — 2А^7, (44). 
причем в силу (43) 


я и дБ 
оС в Х {= г. \. 
р | 
* Второй вариант соответствует уравнению фильтрации вида 4% о/АТ = адФ/до 


| 
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| Блок-схема системы, моделирующей эти уравнения, показана на рис. 2. 
на имеет два последовательно расположенных колебательных контура, 
'астроенных на общую резонансную частоту, которая управляется обрат- 
Ой связью. 

’ 3. В случае совершенно постоянных параметров А, ф, ® колебатель- 
ые контуры, входящие в состав оптимальной системы, должны иметь 


} 


ис. 2. Блок-схема системы с последова- 
тельными контурами 


| 


'алое, теоретически нулевое затухание. Практически это означает, что 
чо должно быть меньше, чем 1/7 *. Учет непостоянства параметров при- 
родит к конечному затуханию. Рассмотрим случай непостоянных амплиту- 
ы и фазы при 7 >>> та. Полагая в (17), что Ки (т) имеет вид (19), получаем 
! 2 


ОР = 
Ф (о, 7) = ЕТ, (46) 
: 0 
те 
т Е 
Ел. = \ и с08 ® (# — 2) ^ (г (1) ах. 
оо 
’ Уравнение фильтрации (26) имеет вид 
| те м 
460. = Е, т = — 2 - ) (47) 
аг д<одТ \ ЛА 29571 д` 


| 22 т 
_ и 2= (Г) ето вов в (Г — 9 (0 4 = 2 (Г) ХТ). (48) 
0 


ходящий сюда сигнал Х: удовлетворяет уравнению 


[(р — 1+)? - 92] Х1 = рг. (49) 


0 


Сравнивая (49) с (38), мы видим, что селективный двучлен О вслед- 
‘вие конечности времени непостоянства т, — 1/7 нужно заменить трех- 
теном р?-- 2.р -- ‹«?, соответствующим конечному затуханию конту- 


›в (мы полагаем 1, < 0). 

К аналогичному же результату приводит учет конечного времени 
‚ = 1/8 непостоянства частоты. При этом выражения (34) заменяются 
тражениями (21). Из первого равенства (21) получаем 


Ще Не ьС 50 
Р--2ВР-| 6% — 


Функция Ёт, входящая в уравнение фильтрации 


п бо в 
аи) 61 


* Этот результат связан с особенностями нестационарного режима. 
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является амплитудой указанного сигнала (50). Вместо уравнени 
д(Ет)/0Т = 2"Х она теперь удовлетворяет уравнению 
9 (ЕТ) 


т = — 28% + 27Х. (52 


Это вносит некоторую модификацию в оптимальную систему, принцин же | 

2 И 
ее остается без изменения. Так, обозначая д (Ёт) /д® = И, имеем тепер 
систему уравнений 


(р? - 28р -{ в?) Х = ри, (р-- 28) 0 = — 412, (53) | 
(р? -- 28р -- 93) 2 =, Х, ра = АРО, || 


которая подлежит моделированию. 


4. Нам остается рассмотреть величину коэффициента усиления @& 
или ^, входящего в формулы (26), (32), (44), (51), которому на рис. 1и2. 
соответствует блок усиления. 

Как уже отмечалось, флуктуационное изменение этого коэффициента 
не имеют большого значения, и формулу (27) можно после усреднения за 
менить формулой (30). Способ определения ^, & проиллюстрируем на при: 
мере уравнений (32), (33), (44), а также (51). При вычислении правой части | 
(33) зафиксируем истинное неизвестное значение частоты ® = ©" сигна- | 
ла. Усредняя по остальным случайным величинам и учитывая, что | 
флуктуации помехи и сигнала независимы, получаем 


5 1 (21 — 60$ (&% — @*) Т 1 | 

Ет = 5 [ («— ®* }? , оо (54) | 

и, следовательно, | 
№ тв * 42 1 — с03 2 И 

ге Г" Г — 09) ОЛ) ЕЕ (55) | 


Если учесть, что & — ©" имеет тот же порядок величины, что и по- | 
грешность А® в определении частоты, связанная с © соотношением (29), 
то будем иметь оТ? — [(® — ©") Тр. Кроме того, раньше уже ука- | 
зывалось и использовалось условие хорошей фильтрации, имеющее вид 


М № В 
вл <1 или т =! (56) 


(последнее при непостоянной частоте сигнала). При выполнении этого | 
условия из (55) вытекает неравенство 


| о —®' | < 1. (57) 


Но поскольку ] (2) = о — 2 о ь ито 


к, № Я 
а=12 да, А а. (58) 


Переходя к более общему случаю непостоянной частоты, нужно обра- 
титься к уравнению (51) и пользоваться выражением (20). Усредняя его, 
дифференцируя по © и используя (57), находим | 


1 2ЕТ _ | 
Е (59) 


При ВТ <1 полученное выражение переходит в. (58), а при ВТ > 4 
обращается в постоянную ^..› = 284/А?. Когда оптимальная система ра- 
оотает в стационарном режиме (например, при длительном приеме частот- 
но-модулированного сигнала), коэффициент усиления, следовательно, 


Оптимальный прием узкополосного сигнала 1073. 


можно поддерживать постоянным. В начале же работы или при приеме 
‚игнала импульсного характера целесообразно вводить переменный коэф- 
›ициент усиления в соответствии с (58), (59). 

‚’ Чтобы избежать необходимости вырабатывать сигнал, явно зависящий 
эт времени по специальному закону, удобно регулировать усиление 
'еми сигналами, которые и без того имеются в схеме. Для этого целесооб- 
эазно использовать усредненное значение квадрата сигнала 


ТА 
5% =-а (Тео зто (Т — "(0 4. 
| 0 


Вычисляя среднее 7? при учете (56), (57), получаем 
А ИА т, (60) 
что совпадает с (59) по порядку величины и по характеру зависимости от 


„ТГ. Поэтому удобно полагать ^ = (16 72). Описанное регулирование. 
коэффициента усиления сигналом 7 отмечено на рис. 2 пунктиром. 

’ В заключение отметим, что описанная система не является вполне опти- 
тальной по двум причинам. Во-первых, уравнения (26), (28) являются 
приближенными, поскольку они представляют собой лишь первые урав- 
\ения более сложной системы. Связанная с этим погрешность тем меньше, 
(ем больше точность апостериорной оценки частоты. Второе приближение. 
эыло сделано при переходе от уравнения (37) к (38). Вследствие этих 
триближенийв системе будетпроисходить некоторая потеря оптимальности, 
эсобенно в начальные моменты времени, когда накоплено мало апостериор- 
тых сведений. Поэтому вопрос о способе ввода в действие данной системы 
‘ребует специального рассмотрения. 

Автор пользуется случаем выразить благодарность Ю. Б. Кобзаре- 


зу, А. Е. Башаринову, принявшим участие в обсуждении работы. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
Апостериорная вероятность при коррелированном шуме 


Рассмотрим случай коррелированного шума, когда п(1) есть стационарный нор- 
чальный случайный процесс с нулевым средним значением и корреляционной функ- 


‘ией пп- — К (т). Как известно, функционал вероятности такого процесса имеет вид 


7 Ч 
| Я [1 (1] = ехр |[->\ \ (ара (о Во) аа), (Г) 
| оо 
це а — ядро, обратное КЁ, т.е. 
\ (#, ОЕ РГ Е=ОЕ-Р (05, Г=пг. (т) 


Отраничимся теми случаями, когда длительность интервала наблюдения Т’зна- 
ительно превосходит время корреляции шума Тор. Это условие, как правило, вы- 


олняется во всех практических случаях. Тогда при подавляющем большинстве зна- 
ений Г’, {Е (везде, за исключением граничных участков # — Ткор’ # ^^ Ткор’ Т — 


Не — тор, Е — Ткор) функция а (Ё,4) является функцией разности переменных 
(#, 0) = а(Г — 05), которая находится из аналогичного (1) уравнения 


ух оо (ИТ) 


о взятого на всей бесконечной прямой — со < {< со. Последнее уравнение решается 
етодом преобразования Фурье. Для изображений 


а \ ет д (т) ат, (ТУ) 
1 ху С Тот У 
55) == \ аи (т) от (У) 
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из (ПТ) получаем соотношение 


2 | 
а (0) = 5). (У) 


Формула (2) в данном случае принимает вид 
р (А, ф, ©) = со Фр (А, ф, ®) Х 


т тт 
Х ехр [->\ \ ее О зы \\ за (тт в) ар 5 (УП) 
оо 00 
Но 
те т 
5(Ра(г, да = А сз («+ фа(г — да, 
0 0 
так как а (Г, ) =а(Г — 0. Вследствие условия Т >> тор, кроме того, последний 


интеграл мало чем отличается от соответствующего интеграла с бесконечными пре- | 
делами интегрирования, который выражается через спектр (ТУ): . 


со 
А \ со; (юг Е Фа(ЁГ — Паг = 


—© 


Ава) 3 = 2-9 а (— 6) 
(% (0) =а (— @)) 
или в силу (УГ) через спектральную плотность шума 


со | 
| 2 
А \ бов (ео а пай О (УИ 
] 5» (©) 
—с 
Таким образом, (УП) преобразуется к виду 
Т 
№ рз (А, ф, ©) = ©0103 рт (А, ф, @) ехр | Е т) \ 52 (8) аё-- 
г 
т 
2 | 

-- $ (г (1 и , (1Х) 


аналогичному (4). Разница лишь в том, что № заменилось на спектральную плотность 
5„ (6), неравномерную в диапазоне возможных значений частоты. Все выведенные 


раньше формулы (6)—(11) оказываются справедливыми при соответствующей замене 
№ на 5’, (©). 
ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
Апостериорная вероятность при флуктуирующих амплитуде и фазе 


Чтобы вычислить вероятность (16), найдем среднее 


С -- = ха (д (6) и (1 > (Х) 
(6 (2) =" (2) соо #) 


2 
и аналогичное среднее для у (В иф (1) = 7 (7) эт 0. Здесь 2 (1, у (1 — гауссовы 
процессы (14). В сокращенной (матричной) форме записи (Х) принимает вид 
_ Мм] 
М [0] › 


М [4 = сова \ ... \ехр [- 5-2 (> ое м) - ги Паж(. 


т 


Пользуясь известной общей формулой, получаем 
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М [и] = сопз6 ехр |. и (т -- м.) Я л 


‘ледовательно, 


| № (+) =(1+%) Фо (ХИ 


- ядро, удовлетворяющее уравнению (1 — №) ол == 5 
0 


Г 
ки ОЕ м. о (о — в) № (2) 
№ 


|. 0 


> 
© 
— 
= 
> 
< 
> 
<> 


ЕП. (ХП) 


когда интервал 0 << Т можно заменить бесконечным — © < Ё < со (при Т >> ть 
равнение (Х11) решается методом преобразования Фурье. Поскольку в спектральном 


редставлении Ао, А: есть 550 (0), т (0), из (ХТ) получаем (18). 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


Ц 


СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ, ЧАСТОТА КОТОРОГО ПРОХОДИТ 
ЧЕРЕЗ НУЛЬ 


М. И. Дорман 


Исследованы особенности спектра колебания, частота которого 
изменяется по линейному закону. Основное внимание уделяется слу- 
чаям прохождения частоты колебания через нулевое значение. На основе 
спектрального подхода выявлен характер воздействия такого колебания 
на избирательную систему. 


Анализу частотно-модулированного колебания и его воздействия на 
линейные системы посвящена обширная литература (общеизвестны рабо- 
ты И. С. Гоноровского, А. А. Харкевича и др.). 

При рассмотрении различных конкретных задач обычно исходят из 
предположения, что изменение мгновенной частоты колебания всегда 
происходит на интервале, значительно удаленном от нуля *. Однако во | 
многих практически важных случаях, в частности при гетеродинировании | 
частотно-модулированных сигналов, частота колебания может проходить 
через нулевое значение. На своеобразный характер и ряд особенностей 
подобных процессов указано в одной из работ И. С. Гоноровского [1], 
а затем в статье [2]. 

Настоящее исследование имеет целью более полно осветить не- 
которые свойства частотно-модулированного сигнала. 

Рассмотрим простейшее частотно-модулированное колебание 


Е. соз\ о (9 4 (1) | 


с постоянной амплитудой (о и мгновенной частотой © (1), изменяющей- | 
ся на интервале [— 7/2, Т/2] по закону | 


о (0 = 9 + 28 (2} 


или по закону 
© (9 = + 281, (3) | 
где Фо = сопзб; В = Доз/ Т; Аод — отклонение частоты за время Т/2| 
(см. рис. 1). 
Напряжение и (1) может быть получено в результате перемножения | 
(гетеродинирования) двух колебаний с последующим выделением раз-| 
ностной составляющей. Определим деформацию спектра колебания при 
Е. параметров 5% и Лод для обоих законов изменения частоты 
и (3). 
Если 9(1) определяется равенством (2), то 
и (1) = Посоз (ВР -- ФЕ + Фо), (4) 


где Фо — начальная фаза колебания при & = 0. 
Спектр рассматриваемого колебания 
т 


Я 
а, \ соз (В? -- 9оё + Фо) с 


ыь 
2 


Е ы 
Отступления от такого рода ограничений приводили иногда к недоразумения: 
(см. статью С. М. Хлытчиева [4] и связанную с ней дискуссию [5]} | 
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| 
| 


ожно выразить через интегралы Френеля 


5 (2) = Ра м \ 08-2 #4 
0 0 
\ именно: 
ПЕР. Ао - б— © Ао — бо-о ` 
с о) 
а ЗУ: о ь У 2лВ и 
Лол -- б/о Дол — О —®\ | 
—14> ] в 
| Я [с о И 2лВ У 28 + 
Аюл и, Еее. и | — 
фа 
м [5 У 2^в о. У 2лв 
+ Ах — Оу © Ао А 
ев и. = 1}, 
| у | \- У И - 
| 52/1) 
’ис. 1. Закон изменения частоты 
: « колебания; 
Е 


де 


р" = Ф% и о те . 


Прежде всего рассмотрим случай, когда 
20 >> Дод > 0. 
При этом для о > 0 


С И та о 


Ув ИИ № 
=) о, 
для о 0 
Соне г о } 0, 
ое) Се 0 


читывая это, легко показать, что модуль спектральнои плотности 


[6 (61° У Уч, 
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а фаза 
би— | © |)? 
© (‹) = агс (65 — [8 : 
сво ЕАО 


где 


Ав —161\ | ЕЕ 

гы 
Е Е | 
У218 У2л8 


. 
Заметим, что | С (®)| не зависит от начальной фазы колебания Фо и т 


конечных величинах и не может иметь нулевых значений. | 


он 1 


0 


Рис. 2. Спектр частотно-модулированного колебания при до < 


В силу нечетности интегралов Френеля, очевидно, 


Шиш | С (®)| = 0. 


|<|->оо 


Кроме того, при больших скоростях изменения частоты (Лед/У 2лВ < 1) 
спектральная плотность вблизи нулевой частоты оказывается весьма не- 
значительной. Отметим еще симметричность функции | С (®)| относитель- 
но частоты ® = о (см. рис. 2). Действительно, нетрудно убедиться, что | 


б [4 (бо + лы - УТУ 2 (АУ 2.) Е 5 (= У 2). 


Если Аод -> со, то из (5) следует (см. рис. 3) 
==> / 0? 02 
то р а Е 


48 д 
Отсюда видно, что с увеличением Лод* огибающая становится все более 
равномерной, а спектральная плотность проходит через минимальные 
(нулевые) значения на частотах 


ор = УВ О-о. 


(7) 


Важной особенностью спектра (7) является его зависимость от начальной 
фазы Фо при любых скоростях изменения частоты. 

Возвратимся к исходным соотношениям (5) и (6). С уменьшением Оо 
оба «горба» спектральной функции, расположенные в области положи- 
тельных и отрицательных частот, сближаются. При % < Аод мгновен- 
ная частота © (1) проходит через нулевое значение, т. е. образуются «ну- 


* При постоянной скорости изменения частоты это означает увеличение дли- 
тельности колебания. 
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евые биения». Когда 2% = 0, частота © (1) представляет собой нечетную 
›ункцию времени [2], а спектральная плотность нулевых биений равна 


С (в) = У = фе т 28 —Ф,) [с и 5 1) В 


У 2л8 
-- $1 (^ — Ф, |5 Е Но И |}. (8) 


)чевидно, и в этом _ р ол -=Ола 


с (0) и | ЧС (уж) — эт Фоб ра) ]. (9) 


‚ увеличением частотного отклонения Аюх спектр С (®) своей формой 
се больше напоминает исходное колебание (1). Действительно, если в 
7) или (8) положить Афд-> со, то легко видеть, что 


= Те з [9 Ф, т (10) 


Рассмотрим спектр колебания, частота которого представляет собой 
етную функцию времени (3). В этом случае 


| в — @5 ФФ), 20, 


ЕЕ т 
[бо соз (ВР -- Яы-- Ф), О<:<5. 


Искомый спектр С (%) также выразим через интегралы Френеля: 


б (в) = —® [еее [с (т) (ув) |+ 


- | До, %—о® ЕЁ -® 
—1 $2 Ча д =0 
п 
И > До —- Об, ® ©) Е 
р —14. д 0 
| 
$ : До, -- бо— © ©:-— 
— 7 (е— 12 — ое: д == о Ч 
Е бу) || › 8 
де ф.= — ЧФ, к: ф› = — Фо — Можно показать, что 
ви Фо = Дл, —=0, +1, =2,... равенство (11) совпадает с (5). 


сли ©, > Дод > 0, то 
(6 1= И У Фо бо + ая ИФ, (12) 


ее 
4В Ф > 0 
(@— о)’ ры. 
ат 48 
9 ©) = гы 
бо в В 
а, ых < 0, 
[| Се Ф в 48 
це 
ее с 
5? 5 У лв уз 
р "Ао - бо — | © | бо] 
т 
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Не останавливаясь здесь на особенностях спектра (11), заметим только, 
что модуль | С (‹) | также не зависит от начальной фазы колебания Фо. 
Определенный интерес представляет случай, когда 9—0 и образуются 
нулевые биения с четным законом изменения частоты © (1) [2]. Полагая 
в (11) О, = 0, получаем спектр нулевых биений | 


ка р 2 До, о 02 Ао о | 

Я С На, то д <] ВЕ ВЕЬ 9 | 
в(® = > е [605 т УЕ )- чт 45 ( В ) -|- | 
2, м по д — © | 

Не [сое О ее | 

кр 62 роб. А ©? 5 (0) | 13 

+ 225 Ф | сз = Н т 15 (уж) \, ( 


| 
| 
зависящий, от начальной фазы Фо. Нетрудно видеть, например, что = 
| 


@ (0) = (о И Фес (75) : 4) 


При Фо= Ал (14), как и следовало ожидать, совпадает с (9). Найдем, на- 
конец, спектральную плотность при Дод-—> оо: 


С) = 6. И У воз Фьсоя (8—1) +... | 


/ 


Интересно заметить, что вблизи нулевой частоты 


| С (|= И [08 Фьсоз (8 — =), 


л 60? л 

1 С (у © [воз (в—%). 

Следовательно, сильная зависимость спектральной плотности от началь- 

ной фазы в этом случае имеет место лишь на сравнительно низких часто- 
тах. 

Выясним особенности воздействия частотно-модулированного коле- 

бания на избирательную систему. Зададим частотную характеристику 

К (®«) в виде прямоугольника (см. рис. 4): | 


1 о — 00| < До, Аоо>0, 
О вне этого интервала, 


а при о —> © 


о) = 


где 2 Ло, — полоса прозрачности системы; «, — пентральная частота по- 
лосы. 


[6 {и 


1 
| 
и] 
цу 
| 
1 


0 0 0 ® 1 


Рис. 3. ии частотно-модулированного Рис.'4. Частотная характеристика избира 
колебания при До; + со тельной системы | 
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Найдем энергию ЕЁ, выделяемую колебанием на выходе системы, в слу- 


1ае, когда частотное отклонение До»„ достаточно велико (7). В соответствии 
‚ теоремой Релея 


2 Ав, ой 6? 
в: =: ©. к 
© \ 05? С \ 
В \ 8 Ф, т ао. 
©,—Ао, 


пуская выкладки, приведем окончательное выражение для энергии: 


Е И 2Аво (5% Ге [4+ Ао 0 —Аво\ ] _ 
ЕР о Е "-2$,) |8 о | 5 


об Сенс) 


Этсюда видно, что энергия на выходе при заданной амплитуде на входе 
‚ависит не только от скорости изменения частоты колебания и полосы 
тропускания системы, но также от начальной фазы и от расположения 


толосы прозрачности на оси частот. Лишь в случае, когда фо > Утв, 
Ао. < в, 
До в - 
00 
В (17) 


‚. е. энергия не зависит ни от начальной фазы, ни от величины о. 
’ Рассмотрим другой предельный случай. Пусть ®, >—=0 (фильтр нижних 


‘астот), а Лоо/ И лв < 1. Тогда, ограничившись первыми членами ряда 
Гейлора, для 5 а ес | 
в" Ув)" "Уля 
Дао 0 а 

Дол 00 0 Е Е и ео -Р 2Ф,) . (18) 


3 этом случае энергия отклика оказывается в сильной зависимости от 


| 

Ро, Фо и конечно от ши Ашо/ И лВ. 

‚ Рассмотрение других частных случаев приводит к аналогичным ре- 
ультатам. 

Из вышеизложенного следует, что в ряде случаев для нахождения 
тклика избирательной системы необходимо принимать во внимание не 
олько вид огибающей, но и «тонкую структуру» воздействия, в част- 
(ости характер изменения его фазы. 


| [3] получаем 
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МАРКОВСКИЙ ХАРАКТЕР ОГИБАЮЩЕЙ 
КВАЗИГАРМОНИЧЕСКИХ ФЛУКТУАЦИЙ 


В. И. Тихонов 


Получено дифференциальное уравнение для огибающей квазигар- 
монических флуктуаций на выходе колебательного контура с большой 
добротностью, когда на вход контура действует широкополосный шум. 
Из уравнения следует, что огибающая представляет процесс Маркова. Ре- 
шена задача о первом времени достижения огибающей некоторого уровня. 


ВВЕДЕНИЕ 


В последнее время появилось несколько заметок [1, 2, 3], в которых | 
при помощи разных аргументов обосновано то положение, что огибающая | 
квазигармонических флуктуаций, возникающих на выходе колебатель- 
ного контура с большой добротностью при воздействии на контур белого 
шума, представляет марковский процесс. | 

В основной работе [1] показано, что огибающая флуктуаций на выходе 
колебательного контура представляет процесс без последействия, и много- | 
мерные плотности вероятности для огибающей выражаются через одно- | 
мерное начальное распределение и вероятность перехода. Отсюда следует | 
марковский характер огибающей [4, 5]. || 

В заметке [2] при помощи перехода от декартовых координат к поляр- | 
ным указан путь получения уравнения Фоккера—Планка для огибающей | 
и нахождения вероятности перехода. В этой же заметке высказаны сом- 
нения относительно возможности практического использования резуль- | 
тата работы [1] и предложены другие способы обоснования марковского | 
характера огибающей. В связи с этим между авторами возникла дискус- 
сия [3] в основном методического характера, не подвергающая сомнению | 
тот результат, что огибающая флуктуаций на выходе контура представля- 
ет процесс Маркова. ь п | 

Хотя это положение можно считать установленным, настоящая статья 
посвящена аналогичному вопросу. Дело в том, что марковский характер 
огибающей можно продуктивно использовать для решения ряда задач, 
представляющих физический и практический интерес. Например, для 
марковских процессов в ряде случаев удается до конца решить задачу о 
первом времени достижения огибающей определенного уровня, что поз- 
воляет своеобразным методом рассмотреть задачу о воздействии огибаю- 
щей квазигармонических флуктуаций на «пороговые» устройства (элек- 
тронные реле, триггеры и др.) [6]. Для процессов Маркова в прин- 
ципе можно также решать задачу о вычислении вероятности того, | 
что случайный процесс пересекает фиксированный уровень в течение 
определенного промежутка времени заданное число раз [7], что непосред- 
ственно связано с вычислением вероятности ложной тревоги в теории по- 
мехоустойчивости. 

В дальнейшем будет получено уравнение Фоккера—Планка для одно- | 
мерной плотности вероятности огибающей двумя способами. Первый из 
них, кратко указанный в заметке [2], состоит в том, что в уравнении Фо- 
кера—Планка, записанном в прямоугольных координатах фазовой плос- 
кости, делается переход к полярным координатам. Таким путем удается, 
Сразу получить соответствующее уравнение Фоккера— Планка для огибаю- 


щей. 
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Однако в данной статье основное внимание уделено второму способу, 
горый, обладая той же степенью математической строгости, является 
зически более наглядным. Он заключается в том, что сначала находит- 
дифференциальное уравнение для огибающей квазигармонических 
уктуаций в колебательном контуре, а затем составляется уравнение 
ккера — Планка для одномерной плотности вероятности. 

В работе приведено стационарное решение уравнения Фоккера— 
анка, а также вычислено среднее время первого достижения огибающей 
которого фиксированного значения 

Представляется, что помимо количественных результатов некоторые 
ложения статьи могут представить методический интерес (например, 
числение корреляции между случайной фазой и воздействующими 
уктуациями). Аналогичные вопросы встречаются и в других задачах 
\пример, при рассмотрении влияния флуктуаций на работу автогенера- 


№) [3, 9]. 


1. УРАВНЕНИЕ ФОККЕРА_—ПЛАНКА ДЛЯ ОГИБАЮЩЕЙ 


Пусть флуктуационный ток &(1) воздействует на колебательный контур 
‚С. В дальнейшем будем предполагать, что случайная функция Е(+) 
эдставляет нормальный стационарный случайный процесс нулевым 
’дним зачением и функцией корреляции 


К (т) = о?А (т), (1) 


' 0” — дисперсия. Спектральная плотность & (1) считается приближенно 
зномерной в пределах амплитудно-частотной характеристики контура. 
этому Е (1) можно рассматривать как белый шум с функцией корреляции 
со 


о-ва, м | К (т) ат, (2) 


| 
—©о 
9 (т) — дельта-функция. 
Для тока (0 в индуктивной ветви колебательного контура имеем 


дующее дифференциальное уравнение: 


| п + 209 -- ом = © (9, (3) 
Г 
| 
ь В. Е р 
о К (4) 
дположим, что колебательный контур обладает большой добротностью 
о. 0 Е 
| —_ © 


Введем в уравнение (5) новые переменные 


| 2 = 1 608 (60 -Е Фо) — Пэт (фоё -Е Фо), 
| о 

н 

| у = пят (60ё Е Фо) + о (0ё -- Фо), (6) 
Е 

'Фь— случайная начальная фаза, статистически не зависимая от & (0. 
братные соотношения имеют вид 


1 = 2 с03 (0ё - фо) -- У Ям (0 -- фо), 


| 
И — —жяю (40Ё -- Фо) - У с0$ (фоё + Фо). (7) 
й 60 


(ак следует из соотношений (6), координаты х, у изображающей точки 


фазовой плоскости должны удовлетворять следующим уравнениям: 


ге 1 . .. о ° 5 р - ) тя 2 
_ Иса нО в а С ®. (п 21). 


(20 
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Используя (3) и (7), получим 
1 = — од — чозш (в -- $9) Е (1 - ах с0$2 (Фоё -- фо) -Е вуз 2 (во -- Фо 
9) — — ау -- ‹0с09$ (0 -- фо) Е (1) - ох я 2 (в -Ё Фо) — ау с08 2 (фо -Е Ф. 


Учитывая селективные свойства контура (5) и пренебрегая поэтом} 
членами, содержащими высокочастотные множители (частоты 20), моя 
но написать | 


1 = — ад — оз (®оё -Ё фо) & (0, у = — оу ®осо$ (5 -- Фо) (0. 
В более общем случае эти уравнения могут иметь следующий вид: 
=Х (у +ы 0, у=У (у - 60. 


Соответствующее уравнение Фоккера — Планка для них записывае 
так: 


0 


ди д ых Ч 07% 02 
= — в» (№4) — (9%) +55 (бя +35) 


01 


При этом предполагается, что случайные функции Е, (1) и &. (1, имеющие 
нулевое среднее значение, можно рассматривать как дельта-коррелирован 
ные с одинаковым коэффициентом интенсивности Л! при дельта-функция 
т. е. если 


ь (9 = 0+1) БО =%Оье+9> 
то можно положить 


(= №@ = ох 


м = \ оне = | Ооо 


Здесь и в дальнейшем косые скобки обозначают статистическое усрез 
нение. | 
Введем потенциальную функцию И (5х, У) при помощи соотношений 


ОЕ ие 
р 


Стационарное решение уравнения Фоккера — Планка (10), удовла 
творяющее естественному условию исчезновения плотности вероятновт 
на бесконечности, как легко убедиться непосредственной подстановко 
запишется в виде 


(ау) = Сехр|- м0 (т, у, 


где С — нормировочный множитель. 
Применительно к нашему частному случаю (8) будем иметь 


Х= 9, Уз Ощу=ойчу, 
& (0 = — воза (в + Фо) 8 (9, 65 (1) = о, с0$ (в3Ё Е Фь) Е (0, 
(в, 9) = ауехр [-- % (#1 +]. 
Кстати, если перейти к полярным координатам 
х = А с0$Ф, у = Азвоф 
и воспользоваться известным соотношением 


ш (х, у) 4х 4у = И’ (А, ф) АаАаф, 


| 
| 
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1 из формулы (14) получим для огибающей А релеевский закон 
| я Ро а . 
И’ (4) = СА ехр (— — 43) (16) 


’ Найдем коэффициент интенсивности М для рассматриваемого примера. 
и этом необходимо учитывать, что обе случайные функции &, (4) и Е, (4) 
'ражаются через случайную функцию & (1) и содержат случайную на- 
'льную фазу фо, не зависящую от & (1. Поэтому при вычислении стати- 
ических характеристик нужно сначала производить усреднение по ан- 
‘мблю реализаций & (1), а затем по случайной начальной ‘фазе фо [10]. 


‚„следнее усреднение, в отличие от первого, будем обозначать индексом 
` Находим 
| . 
| о, < (62-6) < >= 0, 


| Е (2) > = оз (008 (воё Е Фо), (Е (0 = 0, 


К: (1) — <<, (8) Е (ЕЕ т)», = С вой» (т) с08 Фот, 


| 2 

(т) = <<, (1) 6 (ЕЕ Ух = — фойе (т) с0$ Фот, 

Ш: г 5 р 

[= 50 \ = о \ ИА = 2-2 (о (18) 
| — 55) 0 


| 
25 (0) — физически измеряемая спектральная плотность флуктуаций 
2?) при частоте р. 

| Применительно к интересующему нас случаю (8) уравнение Фоккера — 


танка (10) принимает вид 


| ди ди 0% 1 л`/ 02% 02 ` 
: Е ЛЕ р |1: | ] ый 
эг = 20% - =(х У — А и. | д - (18) 
ем в этом уравнении к полярным координатам (15). Получим 
ди д 1102 1 мод ди \ 
ЕЕ й ЧЕ А = 
АЯ ман (1 А} (19) 


Найдем уравнение Фоккера—Планка для плотности вероятности оги- 
ющей А. Уравнение (19) нужно решать при некоторых начальных зна- 
ниях Аси фо. При этом начальная фаза фо может принимать любые 
ачения из интервала — л < фо < л. Поскольку колебательный кон- 
р обладает положительным затуханием а >> 0, то физически ясно, что 
лжна существовать стационарная плотность вероятности огибающей, 
зависящая от начальных значений А) и Фо. 

Следовательно, при любом значении Фо должно получаться одно и то 
› стационарное распределение для огибающей А. Поэтому стационарная 
отность вероятности для огибающей вообще не должна зависеть от ф, 
при нахождении уравнения для этой плотности можно третий член в 
авой части уравнения (19) положить равным нулю: 

90 д 1 мод (2 —— (20) 


эр = 942 1 Эд (%А) + 5 чад (Абд): 


\ 


Заметим также, что если в уравнении (18} функция (5, у) дает плот- 
сть вероятности в прямоугольных координатах х, у, то в уравнении (20) 
нкция 1 не дает плотности вероятности для огибающей. Функция 
х, у) характеризует вероятность, сосредоточенную на элементарной пло- 
дке ах4у в окрестности точки (х, у), а плотность вероятноети огибающей 

(А) должна характеризовать вероятность, сосредоточенную в соответ- 
зующем кольце толщиной ЧА. Поэтому 


У’ (А) = 2лАш(х, у). (21) 
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Переходя в уравнении (20) от функции ик И’, получаем окончательной 
уравнение Фоккера—Планка для огибающей 


ЕО ру ини О 


ид [(е и" | ОИ (22 


Стационарное решение этого уравнения, как нетрудно убедиться, дается 
формулой (16). 

Итак, огибающая квазигармонических флуктуаций на выходе колеба! 
тельного контура с большой добротностью удовлетворяет уравнений 
Фоккера— Планка (22) и, следовательно, представляет процесс Маркова 


2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ОГИБАЮЩЕЙ 


Получим дифференциальное уравнение для огибающей. При сделан 
: 
| 


ных ранее предположениях относительно колебательного контура (боль 
шая добротность) и флуктуаций 5 (1) (равномерный спектр) флуктуацион 
ный ток 1 (1 можно представить в виде квазигармонического колебания 


т (20 =А (0 с0зф (0, (0) =фГой РФ, (23 


где огибающая А (1) и фаза ф (1) — случайные функции времени, медленЁ 
ные по сравнению с с0$ ,{; Ф, — случайная начальная фаза, статистически 
не зависящая от Е (1). Огибающую и фазу доопределим известным соотно 
шением [411] 


п (2) = — «А (0 зшф (0. (24) 
Из соотношений (23) и (24) получаем формулы для огибающей и фазы! 


и 


- С 
) : ф = — Ф — 0 — агс т (251 


. 
2 


А = (1 т 
[0] 


2 
0 


Дифференцируя эти равенства, получим 


т .: й я т :: ь 
ел (Й + Фо), Ф орд (И Е ®0"). 


0 


Е 


Воспользовавшись уравнением (3), а затем соотношениями (23) и (24) 
можем написать 


о \рЕ (2), 
= ав 24 — ^7 00$ рЕ (#). 


Перейдем обычным способом от точных уравнений (26) к укорочен 
ным (приближенным) уравнениям. Для этого при наличии случайных 
воздействий нужно отбросить лишь члены, содержащие высокочастотные! 
множители (частоты 2%) [12]. Получим 


| 


ой 
9 


А = —аА — зи ф (ЙЕ (0, 
: м ы 27] 
= — № сз (Е (0. 
Обозначим 
с (1 = - ву ОЕ. (28} 


Найдем среднее значение и функцию корреляции для 5 (8. При вычисле 
нии этих и других статистических характеристик & (1 следует иметь н 
виду, что фаза ф (1) статистически зависит от случайной функции & (2) 
Это видно хотя бы из второго уравнения (27). В выражение для прираще 
ния фазы за некоторый промежуток времени Л входит случайная функ 
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ия Е (1) 
й 
Ф=$(9 —ф ФЕ А) = в | т со [Фо + воз Е Ф (91 Е (5) @ = 
| А 
= о, \ ЗЕ оз + ой Е од фа. = (9 


\ Для вычисления указанных выше характеристик воспользуемся ис- 
'одными предпосылками. Так как по предположению время корреляции 
к Флуктуаций Е (1) много меньше постоянной времени т. >> 1/& колеба- 
зльного контура (которая характеризует скорость изменения огибающей 
Ти фазы $), то можно взять такой сдвиг по времени Д, чтобы значения 
‘тучайных функций Е( — Л) и Е(1) были некоррелированными и чтобы 
гибающая и фаза не успевали за это время А существенно измениться. 
наче говоря, выберем такое Л > 0, чтобы одновременно выполнялись 
еравенства 


А (30) 


Шри этом приближенно будут выполняться соотношения 


АА — 4. ФА оО, (31) 


`гак что приращение фазы Аф является достаточно малым. 

| Заметим, что величины А (1 — А) и ф(Ё — А), получающиеся в ре- 
зультате интегрирования случайной функции & (1) с некоторым весом за 
‘прошедитий» промежуток времени, статистически не зависимы от «буду- 
цих» значений Е (1). Такое утверждение неверно, если рассматривать слу- 
Майные величины А (Е + А), ф (Е - А) и Е (0. В этом можно убедиться 
за примере последовательной цепочки ВС. Если на такую цепочку воз- 
действует шум Е (1) с функцией корреляции 


К (1) = №6 (®), 


то функция корреляции между напряжением т (Ё — Л) на емкости 
и шумом & (1) равна 
ЕЛ 
1 (Е— А) Е (> = оМ,е-® 4—4) \ еахб (& — 2) 4х = 
—со 
| 0 при А>0, | 
= = О | 
| (@— пс) 
| | № е-=^ при Ах 0 
С учетом равенств (34) выражение (29) можно записать так: 


0 
Аф= — № \ соз [фо Е вой Е воз Е $ (015 (Е 2) 4=. — (32) 
А 


Ввиду малости величины Аф случайную функцию 6 (1) можно предста- 
вить в следующем виде: 


60 = Е (0) зш [в Ё-Е Ф--Ф(Е— А) - 4ф] = — Е (1 яв о НФ 
+ Ф@—^)] —Е (9) Афсоз [Её --ф, -2Ф (Е — А). (33) 


Среднее значение этой функции равно 


<5 (1) >= — << Е (1 Афооз и -- ФФ — А) >). (34) 
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Воспользовавшись выражением (32), можем написать 


Е а на \ «Е (/Е(Е- 2) соз [в Ё- вх + ф, Е Ф (010$ [6-Е Фо = 
А 


Ф(#—4)] >>, ах = и \ < (ФЕ 2) |соз (их. Аф) 


Е ги 
—- с0$2 (о! 5 607 РФ Ф (9). йе == 
0 : 
= ее \ «Е(/Е(ЕЕ 42) с03 (ох -- Аф) >>, ах = 
ЕЯ. 


= \ {из (2) сов вх — СЕ (ЕЕ а) Аф>»,} т 0,5 4х. 


—А 


Для нормальных процессов все многомерные моменты нечетного порядка 
равны нулю и, следовательно, 


< (61) Е (№) Е (1) > =0. (35) 
Поэтому 


«6 (@)»= р. \ №: (1) с08 хх = ее \ К; (т) с08 «т Ат = 


Л —со 


о ам) 


Второе равенство написано на том основании, что при Ат, выпол- 
няется соотношение А. (Л) =0 и, следовательно, нижний предел инте- 
грирования можно положить равным — сс. 

Найдем теперь функцию корреляции случайного процесса 5 (1), опре- 
деленного формулой (33). Пусть 


Е (37) _ 


Для функции корреляции можем написать 
№, (т) = «5 (0 6 (ЕН 1) > —<Е (0 >< (ЕЕ ®)>, 
<-> = СЕОЕЕ дв (о ФФ А) х 
х эп (в Рот -Еф, ФЕ - т — А)) У», - 

- «Е (ЕС т) Афзш (оё Кот -ЕФ, Е Ф(Е-т—А)) соз (Е -ЕФоЕ 
$ (2 — А) >>. <<Е (КЕ (Е-- ®) АФ_ эт («Е -- ФФ (Е —А)) 03 (®Е-Е «т-Н 
Е Фо + Ф(Е-т— А)) >»,  <<Е (Е (Е т) АфАфФ. с0з (в ё -- ф, 
$ (1 —А)) соз (юоё-- от НФ Е ФЕЯ — а 


ео | | ЕЕ сов о --Ф, 
АА 
-- $7 — А)) со (о ю, о Оь © 
и (поте фо -ЕФ 
-- ФЕ ФО т) о. аа. 


—А)) соз (воЁ-- Фот-- 


Естественно, что нас интересуют значения т © ту, где А (т) == 0. Можно 
убедиться, что при т `> т, все члены в этих выражениях обращаются 


исчо ооо оон —- 
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| ы 
' нуль. Но для малых значений т (т< А) можно положить 
Ф(Ет— А) = Ф(Е— А) =ф(0. 
|ри этом гармонические множители в выражении для <б()С(Е- т)» 
'ожно считать не зависящими от чистофлуктуационных, что позволяет 
|роизводить усреднение по Ё (1) и по случайной начальной фазе Фо раз- 
›льно. Используя затем выражение (32) и формулу (35), убеждаемся, 
го второе и третье слагаемые в правой части равны нулю. 
’ Если выполнить необходимые вычисления, которые из-за громозд- 


‚ети здесь не приводятся, то получим следующий приближенный 
\ззультат: 

1 : 
= Кг (т) соз Фут. (38) 


" Итак, с учетом формул (36) и (37) укороченное уравнение для огибаю- 
‘ей (27) можно записать в следующем окончательном виде: 


| А = — Ат 90, (39) 

‘це случайная функция 5,(1) имеет корреляционную функцию (38), а 
я 

| с = == 95 О (40) 


3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ФОККЕРА—ПЛАНКА 


" Как известно [43, 14], при выполнении неравенства (30), т. е. при 
> т:, случайный процесс А (1), определенный уравнением (39), можно 
'зссматривать как марковский и, следовательно, к нему можно применять 
\оавнение Фоккера — Планка. Применительно к дифференциальному урав- 
‘›нию первого порядка 


у=Р(у, 5 (1) 


‘оавнение Фоккера — Планка для плотности вероятности имеет вид 


И ИК, + К" К, ФИ (4) 
'цесь 
| ( - о 
В =<9 0,9% к =2 | ЕР, Ра КФ = \ (ау, Е) 


Эд К(Ё, пом (5, } е понимаются функции корреляции аргументов. 
з У 


| Одномерная плотность вероятности в стационарном состоянии пред- 


`авляет собой решение уравнения (41) при Й’ = 0. Нетрудно показать, 
‘о она определяется формулой 

С Го (К! (9) ] 19 

У (у) == < ехр|2 а 2 

И (у) > ехр| \ К» (9) У, ( ) 


‹и плотности веро- 
(е коэффициент С определяется из условия нормировки плотнос | 


ИГНОСТИ. 
| в. эти соотношения к интересующему нас уравнению (39), 
‘айдем 
| Кг(А) = «Ат, К’(у)=0, 
( С ГЕ ы 
К, (А) = 202 \ К, (9) 4 = 53 \ Й (©) совет = 3-05 ([))=е. (43) 
— со 0 


оэтому на основании формулы (42) получим 


И (4) = = ехр(-— 5) АО, (4. 


1090 * В. И. Тихонов 


о я 1 ц [= 
где в — 5 о О (№). (45) | 


Таким образом, одномерная стационарная плотность вероятности 
для огибающей квазигармонических флуктуаций, возникающих в резуль | 
тате воздействия широкополосного шума на узкополосный колебатель- | 
ный контур, является релеевской. Этот результат можно было ожидать | 


заранее. | 
Известно [15], что двумерная плотность вероятности для отбой 
имеет вид | 
АА. АА АЗ -- А? 1 2] 

/ , ВИ | а р ера — е—&а|*!| 16) 1 
И › (А, А) = вая) ан | ав |’ Р е : (16) | 


Из марковского характера огибающей следует, что плотности вероятно- | 
сти (44) и (46) полностью описывают огибающую как стационарный слу- | 
чайный процесс, так как определяют вероятность перехода 


Из (А, А) А. АА, р аа. в 
р2(А., А) = И’ (А) == ам ро И а ехр те ‚(47) 


А. СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ДОСТИЖЕНИЯ ГРАНИЦЫ 


Пусть огибающая А (1) в некоторый начальный момент времени №. 
принимает определенное значение А (1) = Ао, находящееся у | 
интервала (а, 6), где а > 0. Рассмотрим время т == & — №, по истечении 
которого функция А (1) в первый раз достигнет граничных значений либо | 
а, либо 6. Для каждой реализации это время будет разным. .| 

Как известно [43, 16], среднее время М = <т», по истечении которого. 
достигается либо граница а, либо граница 6, определяется дифференци- 
альным уравнением 


Ко (48) | 
2А, 0 | 


с граничными условиями 
МИ (а) == ОМ ВЕ (49) 
Здесь А, (Аз) и К, (Аз) определяются соотношениями (43), в которых нуле | 
но заменить А на Ао. Подставив эти значения в уравнение (48), получим | 
В ОИ 

С 
2 44? 


|й 


ам 
в | я А) и ° (50) 


Найдем среднее время Л/ь, по истечении которого огибающая А (0, | 
имеющая при ® значение Ао, достигнет в первый раз значения 6 `> Ао. 
Применительно к данному случаю среднее время достижения «верхней» 
границы, как нетрудно убедиться проверкой, определяется формулой 


о. 1х 
М, (Ао) = | 2 (у) —Ф (х = 
ь (Ао) \А ка м Че О, (51) 
где $ (9) =2\ ^-® ау 


„) К» (у) - | 


2 у > 1 
Подставив в эти соотношения выражения для К, и К. из (43) и выпол- 
нив интегрирование, получим | 
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где 
2 
Е (2) = \ р 
— со 


— интегральная показательная функция [17]. 

В, и решение (52) удовлетворяет следующим условиям: 
| д, (Ао) = Мь (5) =0, М, (Ао) > 0 и растет с увеличением 6 и уменьше- 
нием Ао > 0. Эти условия следуют из смысла задачи. 

ы Вычислим теперь среднее время М., по истечении которого огибающая 
(1), имеющая при ® значение Ао, достигнет в первый раз значения 
а < Ао. В данном случае среднее время достижения «нижней» границы 
будет определяться формулой 


| 


А, © 
м. ао \1 \ Е сэ Чу} г ах. (51а) 


а х 


Выполнив вычисления, получим 


1 А = 

И Ао (52а) 
[2 а 
Нетрудно убедиться, что полученное решение удовлетворяет основному 
`уравнению (48) и граничным условиям. Мл, (40) = Мо (а) =0, М. (Ао) >09 
| и растет с увеличением Ао и уменьшением а. Можно показать, что для 
дисперсии времени достижения границы справедливо уравнение, подоб- 
ное (48). 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 
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о №7 


О ХАРАКТЕРИСТИКАХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДЕЛИТЕЛЕЙ ЧАСТОТЫ 


И. Х. Ризкин 


Относительно характеристик нелинейного элемента, входящего в 


делитель частоты синусоидальных колебаний, установлены условия, 

выполнение которых обеспечивает существование или отсутствие суб- 

гармонического режима. ` 
ВВЕДЕНИЕ 


Интересно установить условия, которым должен удовлетворять нели- 
нейный элемент колебательной цепи, чтобы в ней заведомо существовал 
или, наоборот, заведомо отсутствовал режим деления частоты синусоидаль- 
ных колебаний. Влияние параметров, определяемых линейной частью 
схемы (например, потерь и расстройки), на условия существования суб- 
гармонического режима достаточно хорошо изучено. 

Важность отыскания упомянутых условий с теоретической точки зре- 
ния очевидна. Стоит, однако, заметить, что соответствующие результаты 
могут оказаться полезными и в чисто практическом отношении. Прежде 
всего, их можно эффективно использовать при создании схем с «синтези- 
рованной» нелинейностью, т. е. со специально сконструированным нели- 
нейным элементом, характеристика которого позволяет удовлетворить не- 
которым заранее указанным требованиям. В качестве одного из таких 
требований можно выставить, например, условие получения определен- 
ной полосы деления при заданном коэффициенте деления частоты. Нам 
известна лишь одна попытка такого рода [1]; возможности этого метода 
далеко не исчерпаны. 

С другой стороны, знание условий, о которых идет речь, может быть 
полезным и в применении к известным схемам делителей (оптимальный 
выбор нелинейного элемента и его режима, выбор соответствующей ап- 
проксимации при анализе и расчете и т. д.). Что касется условий отсут- 
ствия режима деления частоты, то их можно использовать как в тех слу- 


чаях, когда важно подавить всякие субгармонические колебания (напри-. 


мер, в некоторых цепях со сталью), так и в делителях частоты, когда важ- 
но предотвратить появление колебаний поделенной частоты с коэффициен- 
том деления, отличным от заданного. 

Полное решение сформулированной задачи для сложных нелинейных 
цепей затруднительно. Нижеследующее изложение ограничивается рас- 
смотрением двух практически важных случаев: условий существования 
режима деления в синхронизированном автогенераторе и условий отсут- 
ствия субгармонического режима в довольно общей схеме; в обоих случаях 
речь идет о системе с одной степенью свободы. 


1. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕЖИМА ДЕЛЕНИЯ ЧАСТОТЫ 
В АВТОГЕНЕРАТОРЕ — ДЕЛИТЕЛЕ ЧАСТОТЫ 


1. Для деления частоты синусоидальных колебаний часто использу- 
ются простые автогенераторы томсоновского типа, синхронизированные 
на субгармонике воздействия. Возможность получения режима деления 
частоты и требование широкой полосы синхронизации накладывают опре- 
деленные условия на характеристику нелинейного элемента, входящего 
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‚В состав автогенератора — делителя. Свойства этого элемента удобно 
’ характеризовать спектором на его выходе при синусоидальном воздей- 
ствии на входе (например, спектром анодного тока лампы при синусо- 
| идальном напряжении на сетке). Хорошо известно, что при делении в 
Л раз существенную роль играют особенности характеристики, обусловли- 
вающие п-ю гармонику выходного спектра; они определяют как самую 
' возможность деления, так и ширину полосы синхронизации (см., напри- 
| мер, [2—6]). 
Однако, насколько нам известно, не было дано более или менее стро- 
’ того доказательства того факта, что наличия и-й гармоники в спектре не- 
' линейного элемента возбужденного автогенератора достаточно для деле- 
‘’ ния частоты. В [4] такое условие рассматривается как необходимое, 
` ав [5] оно хотя и фигурирует как достаточное, но никакого доказательства 
’ этого факта не приведено; отмечено лишь, что в отсутствие и-й гармоники 
<оответствующие составляющие средней крутизны обращаются в нуль. 
°В этом параграфе, во-первых, мы приводим упомянутое доказательство; 
во-вторых, устанавливаем требования к фазе п-й гармоники, обусловлен- 
ные условиями устойчивости. Кроме того, показано, что в отсутствие 
’ И-й гармоники ее роль может играть 2 и-я гармоника производной от ха- 
рактеристики нелинейного элемента. 

Отметим, что уже после написания настоящей работы выяснилось, что 
по крайней мере, в части, относящейся к п-й гармонике, указанный резуль- 
тат можно получить, рассматривая приближенные укороченные уравне- 
ния для амплитуды и фазы, сформулированные в работе [6] (уравнения 
{2. 7) и (2. 8). Хотя в этой статье, имеющей гораздо более общий характер, 
соответствующий вывод автором не сформулирован, ясно, что при доста- 
точно малых расстройках уравнение для фазы имеет стационарное реше- 
чие, а недифференциальное уравнение для амплитуды также допускает 
<тационарную амплитуду. Из условия устойчивости вытекает требование 
к знаку параметра синхронизации В; последний пропорционален ампли- 
туде п-й гармоники. 

Поскольку, как уже было сказано, возможность деления связана не 
только с п-й гармоникой автоколебаний и анализ вопроса в [6] не проведен, 
мы сочли возможным воспроизвести все рассмотрение. 

2. Ограничимся рассмотрением простейших автогенераторов-дели- 
телей, описываемых известным уравнением 


Ро (+) - вёх -Н Лозш ит, (1) 


где ф(2) — интересующая нас нелинейная характеристика; $ — рас- 
стройка; 0 < и < 1 — малый параметр. Напомним, что условия сущест- 
вования стационарного субгармонического режима 


1 сот - ве а 
х = 19 ] и... = ИШТ — 0605 Т т Л пиВеО | 


требуют наличия не равных одновременно нулю вещественных корней 
2, и 5, в уравнениях 


0 =0, (2) 

А (3) 

тде (0 и Г — синусоидальная и косинусоидальная составляющие первой 

2 С. 2 

гармоники функции } (и созт -- © зтт -| 4 с03 пт); 4 = п^о/(1 — п?). 

Кроме того, требуется, чтобы при и =, © — 20 выполнялись условия 
устойчивости [7] Же 

/ 
О (4) 


д" ди ^ 
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Чтобы упростить рассмотрение, будем считать расстройку 5 и амплиту- 
ду внешнего воздействия Ло малыми; поскольку нас интересует лишь 
принципиальная воможность деления, это предположение не уменьшает 
общности, необходимо лишь, чтобы режим деления частоты существовал 
в конечной (хотя бы и сколь угодно малой) области амплитуд и расстроек. | 
Заметим, что практически указанные параметры связаны с нестабиль- 
ностью амплитуды и частоты воздействия и частоты генератора, так что со- 
ответствующие области стремятся сделать возможно большими. 

3. Пусть в отсутствие воздействия выполнены следующие условия: 
при вещественном М = М имеем 


2" 


Е (Мо) == \ ф (Мо соз т) соз тах = 0, (6} 
0 
ЭР (Мо) 
ий < 0. (7) 


Тогда в системе (1) существует устойчивый автоколебательный процесс — 
она является автогенератором *. Если теперь подвергнуть автогенератор 
малому синхронизирующему воздействию, то энергетический баланс схемы 
изменится незначительно; следовательно, могут быть выполнены условия 
(2) — (5) в неавтономной системе. 

В самом деле, положим в соответствии со сказанным выше величину 
расстройки малой, порядка цл (8 == и) и учтем, что (И и У вычисля- 
ются при и = 0, так что расстройка из соответствующих выражений вы- 
падает; заметим далее, что в силу четности ф (50), как функции времени 
при г = 0, один из корней может быть нулем: го = 0; величина ио на- 
ходится из уравнения (3): 


о 


В (п, 9) = — \ ф (#0 созт -{ 4 0$ пт) с08 ах = 0. (8 


р 


0 


Если $(2) непрерывна вместе со своей производной, то 
Ви, Ф= (и, 0) +04). (9) 


Но из (7) — (8) следует, что А (и, 0) меняет знак при и = Мо; следователь- 
но, при достаточно малых параметрах воздействия |4| также и Я (и, 4) 
будет менять знак в том же направлении, а амплитуда субгармоники ис 
будет мало отличаться от амплитуды автоколебаний Ло. 

4. Рассмотрим условия устойчивости колебаний поделенной частоты. 
Непосредственным вычислением легко установить, что при 20 = 0 про- 
изводные О(/ди и 0У/0ъ обращаются в нуль; тогда условия устойчивости 
(4) — (5) сводятся к отрицательности двух остальных производных. Но из 
соотношений (7) — (9) следует, что при и == ио, © = %0 


если воздействие мало. Таким образом, остается установить, когда отри- 
цательно 00/0%. Оказывается, что это условие и накладывает ограничения 
на п-ю гармонику спектра Ф (и0 соз т). 
Очевидно, что при и = 10, © = Ф% =0 имеем 
2" 2п 

90 й и о о 1 мт 72 
а и Е, (мо созт -- 960$ пт) з1п? тат, 

о 


0% д 
0 
* Предполагается, что квадрат круговой частоты линеаризованной автономной 
системы, т. е. системы (1) при № = 0, отличается от единицы на величину порядка 
и”. Это предположение оправдано тем, что ниже рассматриваются лишь расстройки 
порядка (4. 
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це штрих символизирует дифференцирование по #. Перепишем это соот- 
ошение в форме 


п 
_ Пе р, 
Е- ф’ (шо с03 т -- 4с03 ит) [шо 31 т -- пд зш ит — пд зщ ит] зщ тат — 


К Лио 
0 


р) 
7:1 


1 (» 


/ . . . 
т \® (40 с05 т -- 4603 ит) [— шо т — идзш ит] 91 тат — 
0 
2" 
пд мт : о 
о (#0 созт -- 4 с05 пт) зщ ит зш тат 


0 
вычислим первый интеграл по частям; тогда 
= РА 
ИЙ п | | 
— = ф (йо соз т -[ 9 с08 ит) соз тат — 


0 


\ ф’ (и, соз т -- 403 пт) чт ит за т ат. 


0 


лид 


ервый из двух интегралов равен нулю в силу (3). Замечая, что 
/ - гы / 
ф’ (№ с05 т -Е 4 с0$ ит) = $’ (и, созт) -Н о (а) 
вычисляя второй интеграл, окончательно получим 


2= 


там т \ ф (и, с05 т) с0з ит ат -Но (4?). (10) 
0=%,=0 0 


20 ый 
2 


Таким образом, условия устойчивости при достаточно малых |9| бу- 
т выполнены, если амплитуда п-й гармоники в спектре ф (и со3 т) будет 
`рицательна в некоторой окрестности амплитуды свободных автоколе- 
ний (напомним, что ио > М0). 

’5. Если п-я гармоника спектра ф (ий соз т) тождественно равна 
’лю, то, учитывая в соотношении (10) члены порядка 4?, найдем 


г2 
а 


9 о 
а РЕ ф’ (ий с03 т) с0$ 2 плат -- О (43), 
5=0 у 


> 


условия устойчивости опять-таки можно выполнить. Теперь амплитуда 
п-й гармоники производной от характеристикиф (2) должна быть поло- 
ительной в окрестности амплитуды автоколебаний. 

Разумеется, сколь угодно малые гармоники всех номеров практически 
егда присутствуют в интересующих нас спектрах, так что, казалось бы, 
ление частоты всегда возможно. Поскольку, однако, полосы синхрони- 
ции при малых гармониках тоже малые, в реальной системе субгармони- 
ский процесс оказывается невозможным, если только величина гармс- 
‘ческой составляющей с определенным номером меньше некоторой кри- 
ческой величины (определяемой, в частности, нестабильностью частоты 
тогенератора). Все это, однако, не умаляет важности принципиальных 
зультатов, полученных в упомянутых выше работах и частично дока- 
нных и уточненных выше. 

6. Заметим, что полученные результаты не основывались ни на ап- 
юксимации нелинейной функции автогенератора, ни даже на возмож- 
сти ее разложения в ряд; достаточно лишь наличия и непрерывности 
скольких первых производных (это обстоятельство относится и к [6}). 
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Необходимо подчеркнуть, что полученный выше результат, вообще. 
говоря, несправедлив в случае неавтоколебательной системы. Например, _ 
в [7] показано, что в недовозбужденной системе с кубической характеристи- 
кой деление частоты в 3 раза невозможно. Поэтому установление достаточ». 
ных для деления частоты условий требует в случае неавтоколебательной. 
системы специального исследования. И 

Существенная роль определенных гармоник спектра Ф (и соз т) объ 
ясняется тем, что ответственные за эти гармоники особенности характери- 
стик порождают комбинационные составляющие спектра ф(исозт -[ 4 0$ пт), 
которые и поддерживают процесс деления в п раз. В следующе 
параграфе показано, что в отсутствие п-й и (2 п -- 1)-й гармоник спектр 
ф (и соз т) деление невозможно и дано физическое объяснение этого факта, 


| 
| 
1. Известно, что при использовании томсоновских цепей подавление 
периодического субгармонического режима возможно при увеличении 
потерь и расстройки. Нас будут интересовать условия, связанные не с эти- 
ми величинами, а с видом нелинейных характеристик схемы. В этом плане 
вопрос об отсутствии субгармонических режимов, насколько нам из-. 
вестно, специально не рассматривался. В ряде работ, например [2, 4], 
получены, однако, важные результаты, из которых можно сделать неко- 
торые выводы. В частности, Королев, рассматривая в [4] более простую. 
систему, нежели наша, получил выражения, из которых вытекает резуль- 
тат, являющийся частным случаем полученного ниже. В настоящей работе 
исследована система более общего вида, чем в [2, 4}, и применен несколько 
отличный от принятого метод. | 
2. Многие практически важные схемы, в которых наблюдаются суб- 
гармонические режимы при синусоидальном воздействии, описываются 
квазилинейным уравнением второго порядка 


2. УСЛОВИЯ ОТСУТСТВИЯ РЕЖИМА ДЕЛЕНИЯ ЧАСТОТЫ 


х+ж=р [$ (2) 2 - }(4)] - лозш ит. (11) 


Здесь фр и | для простоты — аналитические функции; 0 < вц < 1 — малый 
параметр. При ] (5х) = &х, где Е —- расстройка, получаем известное урав- 
нение системы с нелинейными потерями, рассмотренное в предыдущем 
параграфе для автоколебательного случая; когда обе функции нелинейны, 
(11) описывает большое число схем с одним нелинейным элементом [8], 

Ограничим рассмотрение цепями, характеризуемыми уравнением 
(11), и установим условия, при которых невозможен субгармонический 
процесс. 

3. При физическом анализе процессов деления частоты оказывается 
плодотворным следующее представление: гармонический делитель есть 
совокупность взаимосвязанных активного преобразователя частоты и ко- 
лебательной системы, настроенной на частоту, близкую к субгармонике. 
В качестве первого могут выступать разнообразные схемы, например. 
балансный ламповый модулятор, диодный преобразователь с усилителем, 
нелинейная  реактивность, переменная линейная реактивность и т. д. 
Ко входу преобразователя подводятся колебания делимой частоты и 
колебания, Фформируемые колебательной системой. Субгармонический 
режим поддерживается в колебательной системе за счет энергии источни- 
ка внешнего воздействия или постоянного источника питания или их обоих. 
Во всех случаях «каналом», по которому энергия поступает в колеба 
тельную систему, являются колебания некоторой комбинационной часто- 
ты, возникающие в преобразователе; комбинационные частоты составле- 
ны из частоты собственных колебаний системы и частоты воздейстия. Имен: 
но эти комбинационные составляющие и делают возможным при некото- 
рых условиях существование стационарного субгармонического режима. 
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Естественно ожидать, что если этот «комбинационный механизм» 
ет разрушен, процесс деления частоты окажется невозможным. Про- 
› формальное рассмотрение, приводимое ниже, подтверждает это. 
Комбинационные частоты, порождаемые нелинейными элементами, 
дящими в схему, и могущие поддержать субгармонические колебания 
товой частоты, равной единице, при наличии воздействия с круговой 


готой и (см. (11)) должны, очевидно, удовлетворять уравнению 


| рп —4| =1, 
р, 9 = 1, 2, 3,.... Следовательно, порядок комбинации р -- 4 равен 
‚| 1) 1; иначе говоря, 
р-+а=пт- 2 (12а) 
Г 
р+а=2п + 1-2), (126) 


‚ Е 

В соответствии со сказанным выше потребуем, чтобы нелинейные 
актеристики }(1) и (5) = [1ф(2) ах не допускали бы возникновения 
бинационных частот указанного порядка *. Легко сообразить, что 
утствие комбинационных частот порядка (12) при бигармоническом 
действии равносильно отсутствию п-й и (2п - 1)-й гармоник в 
ктре Ги Ф при синусоидальном воздействии. Поэтому мы можем по- 
бовать, чтобы функции / (А созт) и Ф’`(А с0$ т) ни при какой амплитуде 
е содержали бы составляющих круговой частоты и и 2п -| 1. 
Покажем, что при этом условии можно гарантировать отсутствие про- 
са деления частоты в п раз. 
4. Рассчитаем синусную (И) и косинусную (И) составляющие первой 
моники функции \р (20) хо - } (20), где 


: 


| . * * 
х, = Ази (т - 0) -- 9 зш пт = ившт — 26031 -- доз ит; 


= № / (1 — п?); х, — как и в предыдущем параграфе, «нулевое» прибли- 
‘ие субгармонических колебаний в методе малого параметра, который 


ользован ниже. 
Вычисляя по частям интегралы 


Е 1 [А зщ (т -Е 0) -- ду зщ ит] [А соз (т 0) + па, соз ит] и фт, 


дем к соотношениям 
| 


И УЕ 


(13) 


| 
У=Оз У, 
Е 
| 


| Ч (2) = \ $ (2) 4%, а величины в правых частях (13) — синусные 


осинусные составляющие функций /(20) и (2), фигурирующих в 


з индексов. 
Пегко показать, что при наложенных выше условиях имеют место 


ующие равенства: 


О-В, 6089, Гу = Ву 00$ 0, 


У, = В; эт 0, Гу = Ву 9. 


|* Соображения, по которым вместо р (=) рассматривается ее интеграл, станут 
‹ позже (см. (13)). 
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< А?" 25 а -- 
- Нан дает 


п=0 5=0-—- 


7 (20); (15} 


к 


суммирование ведется по всем ги $ — таким, что соответствующие про 
изводные не равны нулю; 20 символизирует «рабочую точку» характери 
стики /(2). Выражение для Ву получается заменой в (15) } на ТУ. | 

Результат (15) автоматически получается из известных соотношений 
в [9], которые позволяют рассчитать амплитуду первой гармоники на вы 
ходе нелинейного элемента при бигармоническом воздействии; расче! 
упрощается тем, что комбинационные составляющие, приводящие к пб 
явлению первой гармоники, отсутствуют. | 

5. Подставляя (14) в (13) и приравнивая О и нулю в соответствии 
с (2) и (3), найдем | 


— Вузш 0 -- В, с030 = 0, 


Ву с080 -- В; зщ 0 = 0, 


откуда 
6220 = —1. 


Поэтому уравнения (16) при указанных в п. 3 условиях не имеют вещес 
венных корней, требуемых теорией деления [7]. Такие корни существуют 
лишь в том случае, когда амплитуда А= Ао удовлетворяет одновременно 
двум уравнениям | 
В, = 0, (17) 


Ву = 0. 
Однако можно показать, что в этом случае не выполняется условие 
устойчивости (5), так как при и = и, # = 8, получается 


9 (0, И) 


Яя 0 (9 


В самом деле, непосредственный подсчет показывает, что 
9 (0, И) д(И, УТ) 


7. (м, 2)  9(А,6)° (1) 


Но из уравнений (16) следует, что стоящая в правой части (19) величина 


равна ВуВу -- В,В; (штрих означает дифференцирование по А). Поэто 
му корням уравнений (17) соответствует неустойчивый режим деления, 
характеризуемый равенством (18). На языке «укороченных» переменных 
и ифмы можем сказать, что особая точка (и,, ®.) оказывается негрубой * 

6. Таким образом, если в спектре функций } (А созт) и Ч (Асозт 
при всех амплитудах А отсутствуют п-я и (2 п- 1)-я гармонию 
то в нелинейной схеме, описываемой уравнением (11), не могут сущее 
вовать устойчивые стационарные периодические колебания частоты 
которая в п раз меньше входной. Если п — нечетное число, то из тождества, 
нулю 7-й гармоники вытекает и тождество нулю (2п -+ 1)-й. Если ж@ 
коэффициент деления четный, то соответствующий спектр ограничен] 
причем номер последней отличной от нуля гармоники не больше 2 Я 

* Строго говоря, приведенные выше соображения указывают лишь на невоз 
можность существования субгармонического решения в нулевом приближении; фи 
зически это означает, что в системе не могут существовать интенсивные колебания 
поделенной частоты (которым в силу их интенсивности нельзя было бы приписать 


малый множитель |/). Однако соображения п. 3 указывают, по-видимому, на общий 
характер полученного результата. т 
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‘ущественно отметить, что отсутствия и-й гармоники спектра еще недо- 
таточно; можно показать на примерах, что в системе с отсутствующей 
-й и присутствующей (2и -- 1)-й гармониками возможно деление в 
‚› раз. Заметим, что описанный в [40] эксперимент также, по-видимому, 
тодтверждает этот вывод. 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 
—————————————о—оиои Жи 
УЖО № 7 


НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ РЕФРАКЦИИ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 


В. И. Иванчиков 


Рассмотрен вопрос о частотной зависимости углов прихода при 
распространении электромагнитных волн в плоско-слоистых неодно- 
родных средах. Установлено соотношение между углами прихода в виде 
обобщенного закона преломления (закона Снеллиуса). Приведены при- 
меры определения функции относительной рефракции (ошибки) для слу- 
чая линейного =-профиля и =-профиля переходного слоя типа Эпштейна. 


Как известно, при лучевой трактовке явления рефракции электро- 
магнитных волн определение углов прихода и углов рефракции осно- 
вано на использовании закона преломления. 

В связи с тем, что критерий применимости геометрической оптики не 
предопределяет степени близости результатов лучевой и волновой теорий, 
ценность предвычислений указанвых углов в приближении геометриче- 
ской оптики можно определить только после сопоставления с результатами 
опыта. 

Естественно возникает вопрос, насколько существенна для практиче- 
ских целей не учитываемая лучевой теорией зависимость углов прихода 
(а значит и углов рефракции) от длины распространяющейся волны и как 
априори ее учесть? 

На основе физических представлений можно лишь ожидать тем более 
ярко выраженного явления рефракции, чем значительнее изменение фазо- 
вой скорости волнового процесса на фронте в длину волны. Явление ре- 
фракции электромагнитных волн, таким образом, должно определяться не 
просто характером оптической неоднородности среды и углом входа луча 
в эту среду, а радиоволновыми параметрами, определяющими ее эффек- 
тивную толщину в длинах волн и величину перепада показателя прелом- 
ления на фронте в длину волны. 

В рефракционном отношении в связи этим как случай распростра- 
нения весьма коротких волн в крупномасштабной неоднородности, так и 
случай распространения сверхдлинных волн при наличии локальной неод- 
нородности равноценен. Как в первом, так и во втором случае явление 
рефракции не может быть столь рельефно выраженным, как этого следует 
ожидать в неоднородностях, имеющих эффективные толщины, сравнимые 
с длиной волны. 

Явление сверхрефракции, обусловливающее волноводные условия рас- 
пространения, можно, по-видимому, рассматривать как пример чередова- 
ния «избирательной рефракции» и отражения. 

Как показал В. А. Фок, в случае приземного волновода, заданного. 
гиперболическим профилем (для приведенного показателя преломле- 
ния), «дальность горизонта» зависит не только от параметров слоя, опреде- 
ляющих особенность перехода показателя преломления через минимум, но 
и является логарифмической функцией от отношения этих параметров 
к длине волны [1]. 

В настоящей работе на основе волновых представлений рассмотрен 
вопрос об определении углов прихода дальности горизонта и относитель- 
ной рефракции электромагнитных волн при их распространении в плоско- 
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слоистых неоднородных средах. Пусть решение волнового уравнения * 
О 028 о - 
эВ К Эа + #08 (2) Е =0, (1) 


определяющее особенности распространения электромагнитной волны в 
слоисто-неоднородной среде, имеет вид 


Е (9% 5) = В (2), (2) 
где 
и 7 
9 ет | (3) 


в (2). == Е (2) — интеграл уравнения 


Е № [в (2) — 2212 =0; (4) 
р = Ув 31%; 


9,— угол прихода (падения) на «границу» смыкания однородной и неодно- 
родной сред. 

Определим в произвольно взятой точке Р = (5, 2) угол прихода элек- 
тромагнитной волны 4 (2), для чего воспользуемся тем, что фазовый фронт 
волны задан уравнением 


Ф (2, 2) = юра -Ё агс Ее — сопзь, (5) 
вследствие чего 
0Ф 
г. [94 ри дх о Кор 
о е- 4,80, (5) 
О А ов 
Аа 


где 
А (=) = Вей (=), 


Ва Ш (2) 


Введем в рассмотрение функцию 6 (2, Л, 1 5 8 при помощи соотно- 
шения 
В 
о И @ РМ +8 (8) 
да. 
74 5 

тогда 

ры 3 (2) И У =озт 9 (9) 


ЕЕ а 
У= (2) — 20 $102 о | —- 9 (, д. -е ь ®,) 
и, следовательно, 
Ие (2) — 203102 90] Ё © (=, ^, || 8) |+ 50 8112 до зш 9 (2) = 
— У гозт 90. (10) 


Как видно, при распространении плоской электромагнитной волны 
в плоско-слоистой неоднородной среде между углами прихода Зо и 9 (2) 


* Заметим, что уравнение (1) справедливо для горизонтальной поляризации 
волн. При вертикальной поляризации вместо =(2) будет входить более сложная фун- 
кция, включающая кроме диэлектрической проницаемости ее логарифмический гра- 
диент. Для общности под #(2) можно понимать некое эффективное значение диэлек- 


трической проницаемости. 
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= 


должно выполняться более общее условие, чем условие, определяемое об- 
в законом преломления (законом Снеллиуса), 


УЕ (2) зв® (2) = Иъовт 9%. = с0105. (11) 


В предельном случае, а ие в случае геометрической оптики, как это 
показано ниже, © (2, Л, Фо) — 0 и (10) переходит в (11). 


Подкоренное в. в (10), таким образом, можно рассматривать 
как выражение для эффективной диэлектрической проницаемости, вслед- 
ствие чего горизонтальную «Дальность распространения» можно опреде- 
лить как 

2 


7 4 
-Р) Увы У ®-Р Е —. ие су О-В. (> 


Если дальность, определяемую в приближении о оптики, 
обозначить через 


то 


ай 904 
0 —я=р 14 
| +9 © Уз = ме 


будет характеризовать изменение горизонтальной дальности распростра- 
нения за счет зависимости углов прихода от длины волны. 
Из (10) и (12) видно, что зависимость углов прихода (а значит и углов 


рефракции) и горизонтальной дальности распространения от длины 


распространяющейся волны целиком определяется видом функции 
48 
9 (2, № а 9). В принципе эта функция может быть определена для 


всех случаев решения дифференциального уравнения (4), указанных в [2]; 
что касается ее физического смысла, то его легко установить, рассматри- 
вая не сами углы прихода, а их разность 


т (2) = = [№ — 9 (21. (15) 


м 


В самом деле, 


} В 60 90 — №0 (2) 
т | > = 
В 1- © 90$ (2) Е : 42. 2 \ -' (16) 
т }. т) 
Исключив из этого соотношения $5 9 (2), при помощи (9) найдем 
Уи, УБЕ. е- 
Е. о ‹— И (2) — эт Е Ё {0 (-, 7%. Е $) (а) 
У (2) — 50 3112 Фо Ё - 0 (. А, т. во) | -- Узозш 90 62 9 
При © = 0 и 3 —> л/2. 
(8 То макс (2) = — ИЕ . ‚в (18) 
ай 
При 9 == 0 ид ->л/2 . 
та 


ПЕ изо (9 = И "Я [1-- (А, 48 = 2); 9 
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1тедовательно, 


а 3 

№8 нано (2) — 8 Томако (2) [1 + © (2,2, %=2)|. — (20) 
‘ля тех случаев распространения, когда 
| 16 Тмакс (2) <= Тмакс (2), (21) 
| 5 Томакс (2) >= То макс (2), 

48 м \\ АУ (5) 

| о В 22 
| ( 42 т 2 ) То макс (2) __ 


| 48 а) 
Паким образом, О (=, №, = . 9%) может быть названа функцией относи- 


‘эльной рефракции. 

" Взависимости от характера =-профиля функция относительной рефрак- 
'яи © может быть как монотонно возрастающей с увеличением длины вол- 
1ы, так и испытывающей экстремальные переходы при определенных соот- 
Ээшениях между эффективной толщиной неоднородности, длиной волны, 
(глом падения (входа) и градиентом диэлектрической проницаемости. 
| Для иллюстрации приведем два примера. 

1. Линейный =-профиль. Если при 


о О в — со в. 


| й — 0: 8(2) = м аа 0, 


›, как известно [2], в области 2 > 0 


| — га) 
| 2 (2) = сшз Нт (щ), (23) 
3 
| те 
| 20 515 24 
ш=52 И [Е (2) — РР. (24) 
| а) Когда ш >>> 1, что соответствует случаю медленно меняющегося 
| а о 
`оказателя преломления (--- = 59. де мало) и углов 4, не слиш- 
ом близких к 90°, как легко убедиться, 
|| 
0 ы 
Е о 95) = - - (25) 
| ( т [а2 + в1 608? 9о]3 -- 8? 


Ша = 0,07. 

'’ б) Когда ш < 1, что отвечает случаю значительных градиентов ди- 
‘лектрической проницаемости и весьма малых углов скольжения, функ- 
мя относительной рефракции принимает более сложный вид, а именно 


бе * х 4, 26 
0 (2, рые = 


1 
мА _ ИГ ТЯ т. 
. р — (5) = (5. У а2 - &1 с05? 90; 


о (27) 
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> > С в а 
2. Переходный слой типа Эпштейна. одесь, как 


вестно [3], 


е1* 


(2) 2 га -- (#2 — о 


где 4 = 4/[.; [ — эффективная толщина слоя; 
7 (2) = ев УР Г (а —6,—а— 6, 1 — 25; —е 4); 
а = 25. Ув 608 9; = 15 У = — р? — параметры. 


Ограничиваясь двумя первыми членами гипергеометрического ряда й 
производя вычисления согласно (8), найдем 


ее а ар. а 51! 80) 
— (2 2 42 ' %) Ир У: (ар. (1 + 4%) 9" -- те 9® -- 2т : 
О<2< о; 


52 — 21 3112 90. (32) 


о 
| 
> 
| 


Если ввести вспомогательную функцию 


Де, ие ЕВЕ Ен (83) 


о (5 , 
(2,5, (Ч -— 452 0) 617 -- те Ч -- 2т 


) К 7 
то легко убедиться в том, что при 9 = л/2 
42 
Т — Тькетр= ее , (34) 
(а о Авт 9) испытывает максимум. 


Не останавливаясь на детальном рассмотрении всех следствий, выте 
кающих из приведенных примеров, укажем, что случай большого аргу 
мента функции Ханкеля, позволивший установить частотную зависимост! 
угла прихода в области, сопредельной геометрической оптике, наглядн‹ 
иллюстрирует вырождение закона преломления (10) в общеизвестный за 


а 
кон Снеллиуса при С о 


Приведем численное значение относительной рефракции © для слу 
чая так называемой стандартной рефракции с тем, чтобы подчеркнуть е 
малость по сравнению с ее значением для той же длины волны, но пр: 
условии глубокой субрефракции и скользящем падении. 


1. Пусть 2=50 м, 9%= 89°, а1=1,000645, ^=4 м, а=48/42=—8.10-8 - 
(случай «стандартной» атмосферы), ш —__ У (42 -Е 16092 90)3 — 6 


имеет место случай и >>> 1. Согласно (25) 


(2, м $ = 0105-%. 


2. Пусть 2 = 25 м, бо = 90°, & = 4 м, а = 45/42 = 4.10-7 1 (случа 


глубокой субрефракции), ш = 5°У (2 (42)3 — 0,08, т. е. имеет место сл: 
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Чай и < 1. Согласно (26) для этого случая 


9 (+, ==) = ен —1— 26%. 


Я 
о УЗе 


Укажем, что приведенные примеры, как нам кажется, убедительно под- 
тверждают факт определяющего влияния вида функции распределения 
диэлектрической проницаемости среды на величину и характер радиоре- 
фракции при малых углах скольжения (больших зенитных углах), уста- 
новленный ранее для случая сферически-слоистой атмосферы в [4] 
и [5]. 

Все соотношения, определяющие зависимость от длины волны и эф- 
фективных параметров неоднородностей таких характеристик, как углы 
прихода (а значит и углы рефракции), дальность горизонта и относитель- 
ная рефракция, разумеется, можно без труда перенести на случай упру- 
гих волн. 

Ввиду того что ряд рассмотренных нами случаев рефракции плоской 
электромагнитной волны в плоско-слоистых формированиях представляет 
как прикладной, так и общефизический интерес целесообразно изложить 


‚их отдельно. 


Заключение. На основе волновых представлений рассмотрены 
вопросы об определении углов прихода, дальности горизонта и относи- 
тельной рефракции электромагнитных волн при их распространении в 


 плоско-слоистых неоднородных средах. Показано, что зависимость ука- 


занных характеристик от длины распространяющейся волны и эффектив- 
ных параметров неоднородности целиком определяется функцией относи- 
тельной рефракции для заданного типа #-профиля. Установлено, что 
между углами прихода существует более сложная связь, чем связь в форме 
общеизвестного закона преломления (закона Снеллиуса). Лишь в предель- 
ном случае, а именно в случае геометрической оптики, когда функция отно- 
сительной рефракции стремится к нулю, углы прихода утрачивают частот- 
ную зависимость и закон рефракции переходит в закон Снеллиуса. 
В заключение приведены примеры определения функций относительной 
рефракции для линейного г-профиля и -профиля переходного слоя типа 
Эпштейна, а также численные значения относительной рефракции для 
случая распространения волн метрового диапазона в условиях так назы- 
ваемой стандартной атмосферы и в условиях глубокой субрефракции. 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


ОА №7 


ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ И РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТОКА 
ВДОЛЬ БЕСКОНЕЧНО ДЛИННОГО НЕИЗОЛИРОВАННОГО 
ПРОВОДА В ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ 


п. П. Павлов 


Исследованы электромагнитное поле, входное сопротивление и рас- 
пределение тока вдоль бесконечно длинного неизолированного прово- 
да в проводящей среде при сосредоточенном возбуждении. Исследова- 
ния выполнены в диапазоне частот от 6 -103 до 3 -107 гц при расположении 
неизолированного провода в морской воде, во влажной и сухой почвах. 


ВВЕДЕНИЕ _ 


Распространение. электромагнитных волн вдоль бесконечно длин- 
ного провода, расположенного в воздухе, рассмотрено Зоммерфельдом 
[4], Нетером [2] и Владимирским [3]. В работе Кессениха [4] исследовано 
входное сопротивление такого провода. Вайнштейном рассмотрена. 
классическая задача о возбуждении тонкого цилиндрического проводника й 
конечной длины, расположенного в воздухе, стороннеи электродвижущей 
силой, приложенной к произвольной точке проводника [5]. И 

На практике иногда отрезки неизолированного цилиндрического про-_ 
водника, расположенного в проводящей среде, служат в качестве излучаю- 
щих элементов антенны. Однако вопрос об электромагнитном поле и о’ 
распределении тока вдоль неизолированного провода, расположенного в | 
проводящей среде, до настоящего времени не нашел должного освещения в. 
литературе. | 

| 


1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТОКА И ВХОДНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ | 
БЕСКОНЕЧНО ДЛИННОГО ПРОВОДА | 


, Выражая зависимость тока и составляющих поля от времени через. 
е *°'и вводя функцию П при помощи соотношения | 


В () 


из уравнений Максвелла при симметрии поля относительно оси провода 
получаем 
И 
д? \ 


9П 921 


| 


д" ' 022 


- 2де, П = 0. (2). 


1 
ты 


Решение уравнения (2) запишем в следующем виде: 


= \ А (2 (УЕ — 7) ее ат. (3) 


Для того чтобы удовлетворить принципу излучения, решение уравне- 
ния (2) в проводящей среде, окружающей идеальный провод, принимаем 
в виде 

- © 
= \ 40 Нл) аа, (4) 


== 0о 
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в — И — о = 


Составляющие поля в проводящей среде определяются выражениями 


-Есо 
Е, = — 2 | 1% (1) НЗ (вы) ем т, (5) 
Че = 
Е. = | А (9) НФ у аа, (6) 
ее \ оА (1) Н® (5,г) енг ах. (7) 


_Неизвестную функцию А (1) найдем из граничного условия. на поверх- 
сти идеального провода 


Ель = — Е, при г=р, (8) 


в Ёсгр — напряженность поля сторонних сил на поверхности провода. 
зи рассмотрении распространения электромагнитных волн по одиноч- 
му проводу Владимирский использует граничные условия Леонтовича 


] 


‘волновые числа для вакуума и проводника. Он считает проводимость 
‘остаточно большой и принимает глубину проникновения поля в провод- 
к много меньше радиуса провода. Это позволяет ему не рассматривать 
ле внутри проводника (при введении на поверхности цилиндра г = р 
аевых условий Леонтовича). 

Нас интересует электромагнитное поле неизолированного провода в 
зпазоне частот от 6 -103 до 3 -107 гц. На сравнительно низких радиоча- 
тах глубина проникновения поля в проводник может быть соизмерима 
го радиусом. Вследствие этого при строгом решении задачи необходимо 
лтывать поле внутри проводника. Однако при весьма большой проводи- 
сти проводника можно его считать идеальным, что позволяет избежать 
тематических трудностей и получить выражения, пригодные для ана- 
за и расчета. 

Подобно тому как принято в [3], будем считать, что электромагнит- 
› поле частоты ® возбуждается электродвижущими силами © (2)е ®", 
‚пределенными на поверхности проводника. При этом принимаем, что 
2) направлено вдоль оси проводника. 

Рассмотрим случай сосредоточенной электродвижущей силы, полагая 
тряженность поля сторонних сил не равной нулю только на участке 
{2х а. Эде внешнего источника равна 


<> 
а 


ре \ Ель. 
0 
нако случай излучения в полупространство (2 > 0) можно получить в 
том виде, если вблизи точки приложения эдс бо расположена иде- 
но проводящая плоскость, перпендикулярная оси провода. Учитывая 
кальное отражение, в уравнениях составляющих поля при излучении 
олупространство необходимо принять эде @& = 260. 


| 
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Напряженность поля Ёгр, вызванная эдс внешнего источника 6, „ой 
но представить в виде интеграла 


| 
се | 
& м 71а 
Е стр Е Е \ . 228 ат. 
—со 
Вводя обозначение | 
- —_ © 9 
получаем 
оо 
Естр = \ К (7) е’"ат. | 
а } 


На основании граничного условия (8) находим 


К (7) 12 
28 НО (036) У 


А (7) = 


Ток в проводе Г, связан © составляющей Н. поля в проводящей сред 
у поверхности провода соотношением | 


ЛЬ Н (13 
На основании (7) и (12) имеем при а -—> 0] 
со 
но 
Г, = ф ира, 8 р ей? Фу. (4 


—3. ®зН%? (ор) 


Подынтегральная функция многозначна в комплексной плоскости 1 
Точками разветвления являются точки 1 = + Ёз. Для того чтобы огра 
ничиться рассмотрением одной ветви при 2 > 0, проведем разрез из точк 
разветвления 71 = №з в бесконечность. В результате интеграл сведется. 
обходу Г, вокруг линии разреза, связанной с точкой разветвления 1 = № 

Интеграл (14) равен интегралу по разрезу. Произведем замену 


8—1 = $, 49 = — 05. 


В результате замены получаем 


| | 
а й 
о (1) ©). = 


на р: —> 0 интеграл по окружности С, стремится к нулю. На перво 
ерегу_ 


5 = те 8 , 2 и 2 (2Ёз -- 1%). 
На втором берегу 


Е 
= 2 ит 
АХ. и. р > (2Ез | 24). 
Таким образом, имеем 


В 
В = 
: с" озз НО (ей эр) ть ЕВ (озу) 
Используя формулу | 


НИ (ет) — — ее Н® (2) 


| 
е-=* т. (Е 
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| 
, 


т 


Истремляя р1 > Оий -> со, получаем 
| 


[©.®) 
ов | 
0 


Тласть интегрирования ограничим значениями т, удовлетворяющими 
равенству 
М 


Н® (оз) Н® (озэр) 
232 и (9320) — 0з> Е (2326) 


| е—=* фт. (16) 


| 
у! 


| | 22 |р =|И— м 2, + ®р—<1 (17) 
| | = при а > 4. (18) 
ь наличии неравенства (17) заменим функции Ханкеля первыми чле- 
ми разложения их в ряды. Опуская величины высшего порядка малости, 
| пучаем 
| г. —2т и —27т 
о 9) 
| р $ 22, И ы (ео) | 9, Е + ь (озшр) | 
| и 
| 4п С 1 и ат 
| — 5 2 
Лев = 9“ : в [— Я (25 + м) 8 ибъю ° (20) 
0 
\рхний предел интеграла т находим из неравенства (47). 
Полагая 

| =“ Ув =в-®, 
И сни (18) запишем в виде 

та дрт8 4 (и? р?) 10. (21) 


(ор)* 

ачение одного из корней этого уравнения является верхним пределом 
теграла (20). 

В табл. 1 приведены корни уравнения (241), вычисленные для морской 
цы, влажной и сухой почв прир = 2 мм иа == 10. 


аби 


т, непео/м 


морская вода влажная почва | сухая почва 
Частота }, гц ь — 80, в: = (‹е, = 10, в; = (=, —=4, а, = 
ет о в 
ом Е) ._ ом-м ) жа Е, 
6.103 49,69125 49,97582 — 
3.104 49,30699 49,92301 о 
3.105 47,77654 49,75647 49,9667 
3.106 42,89065 49,23667 49,9204 
3.107 28,10280 { 47,83160 49,8761 


Запишем интеграл (20) в виде суммы двух интегралов: 


( 1 А 


о [© 
и“ | эра ИЕ ПЬЮ | 
0 
— —2т 
1 4. я “д; | | 2 
яз \ л2- {шп [- и (2%: - м) р?]}? — т (2%: и") (22) 
1 


Выполненное исследование интегральной функции показывает, что 
рой интеграл выражения (22) при 2 > 1 имеет весьма малую величину 


о можно не учитывать. 
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При т = 0 знаменатель подынтегральной функции выражения 


1 | 
° я — т. — 
1 РО: (23) | 


мы А ++ в [-Я (28 - #) р*]}? — и (28 и) 
6 


обращается в нуль. Вследствие этого подынтегральная функция равна 
бесконечности. Для того чтобы исключить точку т = 0, разделим проме: | 
жуток интегрирования от 0 до 1 на два отрезка с пределами от О до Ли! 
от й до 1. В результате выражение (23) представим в виде 


р 
7 1 е^ ‘от 
Е \ д -Р {п [-— м (23 - 2) р?]}? — м (28 и) 
0 
: 
м 1 е "ах 
\ -- {№ [- я (2%: + М) р?]}? — м (28-м) ° 


В 


Предел интегрирования й выбираем, исходя из неравенства 
| — 12Аз | 5 т =. 
| 


Нри наличии неравенства (25) в подынтегральной функции первого ин-. 
теграла выражения (24) можно пренебречь величиной 1”. На оснований. 
этого запишем 


п | 
1 е "ах | 


д \ Л? -- {шт [- (23 - 2%) ?]}? — м (23 м“) == | 
0 
Й р —= у 
е т № 
79 \ т [п (—12%302) - шт]? ° (208 


0 


При # < 1 и конечных значениях 2, представляющих практический. 
интерес, экспоненциальную функцию ет можно принять равной е—2 и 
вынести за знак интеграла. | 

Обозначив } 


а = ш (— 1236”), 


выражение (26) запишем в виде | 


— 21, о а 
‚в АВ ВЕСТЬ 
Е 23 \ т(а-- шт‘ (27) 
0 
Произведем замену переменного: 
| Е 
Следовательно, получим 
ео ША ы | 
Аз \ (аи (28) 
—со 
или 
т 1 2 
о а (29) 
Подставив в (29) значение а, имеем | 
1 28 


р 


2» Ш 125?) + ШВ° (30 
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Таким образом, интеграл (23) представим в виде 


1 в— 21 
ПЕ | 
12Аз Ш (— 1230?) - ши ' 
и 
1 её ‘ат | 
| и [бы -ИОЪЕМ —. 


Выражение для тока в проводе имеет вид 


—2\ 


й : 1 е 
1 _ @ Р1Кз2 
ЕЕ Алор, бе 283 ш (— 12?) ЕШЬ 


1 

Е 1 А , 
у -- п [О — Им) " 
п 
7%, 


1 е “ах Е 
а а | (32) 
м? - {ш[-я (2%: И) р?]}? — и - им) 
т 


_ Шри2_>1 последним интегралом выражения (32) можно пренебречь, 
‘так как при 2% >> 1 экспоненциальная функция мала, в то время как мо- 
дуль знаменателя подынтегральной функции большой. 


'’ Обозначив 
28 т ; 
Е вый: в ие й я 
а О А Тре Ц ТОТИ В 


й 
т 


1 е ‘ах 
2 0 [— ИО) ИОВ, 
. 


| 
выражение (32) запишем в виде 
| [. = 4позз@ейЁ (2). (33) 


По формуле (33) были вычислены кривые зависимости модуля тока от 
2, а также модулей функцией ей: и Г (2) для неизолированного провода 
радиуса р = 2 мм, расположенного в морской воде, во влажной и сухой 


почвах. На рис. 1, 2 и 3 приведены нормированные графики модулей 
Вункций: 1 — |1. 2 — |2]; 8 — | Е (2)| соответственно для не 
воды, влажной и сухой почв. Из графиков видно, что функция (2) 
является медленно изменяющейся. При. расположении Веизолирован- 
ного провода в морской воде и во влажной почве закон ие тока 
в широком диапазоне частот в основном определяется ыстро- 
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изменяющейся функцией ей". Очевидно, для этих сред при инженер- 
ных расчетах модуль функции Е (2) приближенно можно рассматривать 
как постоянный коэффициент. 


“ 


В случае расположения неизолированного провода в сухой почве за-_ 


кон изменения тока уже значительно отличается от экспоненциального 


закона ей, так как функция ей: по абсолютной величине меняется срав- | 


нительно медленно. 


Для определения мощности, расходуемой источником внешней элек- 
тродвижущей силы, вычислим ток вблизи точки приложения эдс. 
Принимая 2 = Ов (32), получаем 


й 


о Ио ПН 
. взб из ш(— А) ШВ 


ть 
1 ах 
ы я И бЕм -ИбЬЕЮ | 
т, 
— \ о ВЫ ат 
) + ба [- и @ы +) —ИОь+ м) | т (34) 


Учитывая, что 6 = 260, входное сопротивление провода равно 


Йвх = ВИ В: — Фо К 


о 210 ’ Ве Вед” 


так как в рассматриваемом случае имеет место излучение в одну сторону 
При излучении в обе стороны такой же ток получается при приложении 


=. —-— 


| 
| 
| 
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Таблица 2 


з Входное сопротивление вх 

и ы 

2. влажная почва сухая почва 
ы морская вода ы < 

о й = —10, в, = = — 10. о. = 
я = 80 = 4 3 з 

о 5 ‚› бз 1 1 

я Н ом-м — 5.402 ) = 10-3 ——— 
в ом.м ом.м 


6.103| 0,16939 —1 0,134166 — == 
3.106 14,908 —1 10,765 150,92 —1 53,549 
3.107 3.2308 =; 2,3355 41,133 —1 19,066 153,82 —1 30,912 


вое большей эдс 26, и входное сопротивление равно 2х. Мощность, 
сходуемая источником внешней эдс, равна 


В табл. 2 приведены значения входного сопротивления неизолирован- 
го провода радиуса р = 2 мм. 


. НАПРЯЖЕННОСТЬ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
ВОЛНЫ И ХАРАКТЕРИСТИКА НАПРАВЛЕННОСТИ БЕСКОНЕЧНО 
ДЛИННОГО НЕИЗОЛИРОВАННОГО ПРОВОДА 


Составляющая поля Н., пространственной волны согласно (17) и (12) 
ределяется выражением 


оо 
©Е3 © Н(® (озг) 
2—1 13Ы. {5 


Нъь =1 ей" 1214. (35) 


чтеграл выражения (35) для больших значений ги 2 можно вычислить 
тодом перевала. 
' Используя асимптотическое представление функциии Ханкеля при 


>> 1 и 2 >= 1, имеем 


ив 2 и. 
Е 2 С Е ЕЕ ем: (36) 
> ) | у =) 


тчислив производную показательной функции (36) и приравняв ее 
'лю, имеем 


= р 
означив 
| о (38) 


в угол ) отсчитывается от плоскости, перпендикулярной оси провода, 
'лучаем 
2 

о. (39) 


‚ (39) находим 
и. (40) 


ункция 2.Н® (г.р) выражения (35) медленно изменяется в окрестности 
ловых точек. Ее можно вынести за знак интеграла и вычислить при 
|= 7, = А я ш 9 для значений 9 => = л/2, так как при 9 = 9/2 70= Да, 


7 
|е. функция 2. = И = 0, 


| Г 
| Радиотехника и электроника, №7 
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Следовательно, выражение (35) можно записать в виде Й 


те - роез® 1 | \ Н® (+ Ут 1?) и 
сп . 
ь Ут —т 8 (0 (р У 1) 2— 5) 1окр(-— Аз 9) 


ть \ Н® ("У № — 12) ей" 121 а - й 


еаокр(® 91 9) . 


Учитывая, что подынтегральная функция выражения (41) весьма мала 
в точках т, удаленных от точек 7, = + Аз 9, можем перейти от интегри 
рования по отрезкам в окрестности седловых точек к интегрированию 
по контуру [, идущему от — < к -{ сю. В результате этого выражение 
(41) запишем в виде 


- 

‚ ФЕрзФ 1 ) К 

Но —— \ Н® ("У № — 12) ета. (42) 
У НО . 


Учитывая, что при И — 1? 1 


5% (Ув ®) = — ШУ - т) 


имеем 
н.а ФЕ @ 1 _ Но (+ 17 а) ео РТО, (43) 
Е 2н(9 И е— 1?) 3. 3 


Известно, что 


ВР кВ 
\ Н® "И — 1?) ем 1214 = — 2 ры 


==) 


где В = УИ- 2. 
Следовательно, получаем 


оз в й „ль 


п С ани . 
Ув тн® Уют @ 


При малых значениях радиуса провода р функцию Ханкеля Н(рИ 2—9) 
заменим первыми членами разложения ее в ряд и выражение (44) 
запишем в виде 


Не = (44) 


в. - зы 45 
$ оу Рае (8 
т 

=. 


Имея выражение (45) для Нъ., нетрудно найти составляющие поля Е, 
Е,. Подставив в (45) значение о, находим 


. 08.3 © 1 езВ 
Но о л © (46 


р ТЫ ут 
Аз 058 [1— 
3605 И м т - | 


Ввиду сильного затухания, как показали исследования, амплитуда ток 
в проводе резко уменьшается с увеличением координаты 2. Это позволяе 
бесконечно длинный провод заменить проводом конечной длины. След 
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тельно, при больших значениях А функция 


= ЕО (47) 


Е ЧЕН 
со; 9 | о ЕЕ | 


пределяет характеристику направленности провода конечной длины. 
тметим, что выражением (47) можно пользоваться при 0 < 9 < л/2. 
[сследование функции (47) показывает, что основная часть электромаг- 
итной энергии сосредоточена в конусе, образующая которого состав- 
яет с осью провода сравнительно небольшой угол. 

Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
. А. Вайнштейну за ценные советы и обсуждение результатов работы. 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


О РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН В НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИСПЕРГИРУЮЩИХ ЛИНИЯХ 


Р. В. Хохлов 


Статья посвящена изучению процесса распространения электро- 
магнитных волн в нелинейных линиях, когда фазовые скорости основной 
и второй гармонических составляющих волны близки друг к друту, в то 
время как скорости остальных гармоник далеки от них. Подробно про- 
анализирована линия в отсутствие диссипации энергии, после чего вы- 
яснена роль затухания в системе. Анализ проведен на основе качествен- 
ного интегрирования дифференциальных уравнений, описывающих про- 
цесс параметрического взаимодействия гармонических составляющих, 
а также на основе аналитического решения их для отдельных случаев. 


ВВЕДЕНИЕ 


В последнее время значительно возрос интерес к волновым процес- 
сам в линиях с нелинейными распределенными параметрами. Это объ- 
ясняется теми возможностями, которые открывают такие линии в созда- 
нии новых радиотехнических устройств типа малошумящих усилителей и 
преобразователей частоты. Так, ряд авторов [1—3] и др. довольно подроб- 
но осветил вопросы параметрических эффектов усиления и преобразования 
частоты в линиях, параметры которых изменяются в пространстве и во 
времени по закону бегущей синусоидальной волны. Одним из путей реа- 
лизации такого изменения параметров является путь пропускания сквозь 
линию высокочастотного сигнала — «накачки». Однако сам этот высоко- 
частотный сигнал может искажаться в нелинейной линии и черты этого 
искажения априори неясны. 

Другой интересной задачей, тесно связанной с процессом распростра- 
нения волн в нелинейных линиях, является проблема умножения частоты. 
Взаимодействие волны и ее гармоник приводит к обмену энергии между 
ними и, как показано ниже, при определенных условиях почти вся 
волновая энергия может быть трансформирована в энергию одной из выс- 
ших гармонических составляющих. Это обстоятельство может быть поло- 
жено в основу создания умножителей частоты. 


Таким образом, проблема распространения волн в нелинейных линиях 
приобретает все возрастающий интерес. 

Следует различать два предельных случая — случай сильнодиспер- 
гирующей линии и случай отсутствия дисперсии в ней. 

Во втором случае возникающие за счет нелинейности параметров ли- 
нии высшие гармонические составляющие основного сигнала имеют ту 
же фазовую скорость распространения, что и сам сигнал. В результате 
этого имеется сильное взаимодействие между сигналом и его всеми гармо- 
ническими составляющими, и энергия при распространении по линии рас- 
пределяется определенным образом между этими составляющими и основ- 
ным сигналом. Форма сигнала, следовательно, искажается и приобретает 
вид ударной волны [4—6]. 

В случае наличия дисперсии только несколько (в простейшем случае 
одна) высших гармоник сигнала имеют скорости распространения, близ- 
кие к скорости основной составляющей. Взаимодействие таким образом 
осуществляется только между этими составляющими и основной, в резуль 
тате чего имеет место, вообще говоря, процесс энергетических биений. 
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° Настоящая работа посвящена изучению именно этого процесса в про- 
теишем случае, когда только одна, вторая гармоника сигнала имеет фазо- 
зую скорость распространения, близкую к скорости основной составляю- 
цей. Интересно отметить, что рассматриваемый случай является в сущно- 
ли пространоственно-временным аналогом процесса параметрического 
ззаимодеиствия между двумя типами колебаний маятника, проанализи- 
рованного в свое время А. А Виттом и Г. С. Гореликом [7] 


1. ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ 


Ограничимся рассмотрением слабонелинейной линии, нелинейным 
тараметром в которой является распределенная емкость, так что 


9 = СИ - 20?, (1) 


‘де © — погонный заряд; (Г — напряжение. Параметр ДР, характеризую- 
ций нелинейность среды, в дальнейшем считается малым. 

Имеется известная трудность в строгой постановке задачи о распро- 
›транении волн в диспергирующей среде. Написание обычных телеграф. 
ных уравнений (с общепринятыми обозначениями) 


91 >: до 90 —8 9и 7 

Е а о’. (2) 
или их следствия 

ай 820 И Й 

а И? (3) 


вообще говоря, неправомерно, так как входящие в них параметры Д, С, 
Сир являются функциями частоты ®. Тем не менее, для линейных и слабо- 
нелинейных сред можно учесть эту зависимость прямо на этапе уравне- 
ний для спектральных составляющих или укороченных уравнений соответ- 
ственно, проводя вывод их без учета этой зависимости. Поступая именно 
таким образом, примем, что волновой процессе в рассматриваемом случае 
описывается выражением 


0 = 0, со$ [61 — 12 - $1] - 0. с03 [2 (®Ё — 12) - Ф-], (4) 


где амплитуды Оли Оз и фазы ф:и $> являются медленно меняющимися 
функциями координаты 2. Величина 7 определена в (4) как 


о. (4) 


где индекс 1 означает, что значения параметров взяты для частоты ©, 
а индекс 2 — для частоты 2 ®. Тем самым принято, что линия, возбуждае- 
мая каким-либо путем на левом конце — входе, является согласованной 
на правом конце — выходе. Проводя обычным образом вывод укорочен- 
ных уравнений, которые описывают поведение амплитуд и фаз, имеем 


(, + В. 0.0, эп Ф + 8101 = 0, 


Эф: + > + 28,0, 08 Ф = 0, (6) 


. . 7 2 
В. Ф 6.0, = 0, фЕЬ 0, соз Ф = 0, 


где Ф — разность фаз: 
Ф = 2$. — $»; (7) 


параметр Л характеризует рассогласование парциальных систем по фа- 
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зовым скоростям: 


с —- (о о Й 

А = ны ©"; (8) 

й | 

В. › — коэффициенты связи; д,,> — коэффициенты затухания: | 
ТРО ШЕЕ. 9). 


Вычитая последнее уравнение системы (6) из предпоследнего, получим 
фазовое уравнение 


о 


р (7 . 
ОЕА- [28:07, — В — | соз Ф = 0. (10) 


2 


Укороченные уравнения (6) и (10) в указанном выше смысле более 
строги, чем исходные телеграфные уравнения (2). Они полностью описы- 
вают процесс распространения волн в диспергирующей линии, когда име- 
ется взаимодействие только основной и второй гармонических составляю- 
щих. 

Уравнения (6) нельзя решить в замкнутом виде в общем случае. Тем 
не менее, анализ процесса в целом можно провести на основе рассмотре- 
ния различных предельных случаев. Последующие параграфы и посвяще- 
ны этому рассмотрению. 


2. КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ В СЛУЧАЕ ОТСУТСТВИЯ ЗАТУХАНИЯ 


В случае отсутствия затухания в системе уравнения (6) и (10) под- 
даются качественному интегрированию на фазовой плоскости. Приступая 
к такому интегрированию, введем новые переменные 


ш =, х=0.зшФ, у= 0.с08Ф. (11) 
Система уравнений (6) и (10) приобретает тогда вид 
ш = — 2Вшх, д = Вю + Лу— 28,у?, у= — Ах +4 28,59. (12 


Прежде всего необходимо отметить, что система уравнений (12) допу- 
скает первый интеграл, который имеет смысл закона сохранения энергии, 
Это соотношение имеет следующую форму: 


В: и а у) —- Выш = Вл (20 Е ув) -- Ви = 8.02. (13) 


Введенные в (13) постоянные ху, уу и №, имеют смысл входных значе- 
ний величин 2, уиш, а О, — соответствующая им в энергетическом отноше- 
нии приведенная амплитуда второй гармонической составляющей. Ис- 


ключая теперь при помощи (13) значение и из второго уравнения (12), 
можно прийти к системе 


2 = 0% -- Ду — В,2* — ЗВ, 
у = — Ах - 28:2. (14) 


Разделив одно из этих уравнений на другое, получаем уравнение, описы- 
вающее поведение интегральных кривых на плоскости ху: 


ах _ В? -- Ау В: — ЗВ? 
Чу я (281у — А) : (15) 


На основе этого уравнения, рассматривая характер имеющихся здесь 
А » 
особых точек, можно легко определить картину поведения интегральных 
кривых при различных соотношениях параметров. Эта картина изображена 


на рис. 1, а, 6, в для случаев А =0, Ао |280, 
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| Все интегральные кривые, изображающие возможные движения в сис- 
ме, расположены внутри ограничивающей интегральной кривой — окру- 
‚ности радиусом По. Внешние к этой окружности интегральные кривые 
`азически не могут быть реализованы, так как они соответствуют состоя- 
|лям с отрицательной энергией основной составляющей. Сама ограничи- 
(ающая интегральная кривая может быть полностью реализована только 
случае | А | > 2В1 Оо (рис. 1, в). В противном случае она проходит через 
1} зе особые точки типа седла, в которых пересекается другой интегральной 
1ривой — прямой у = А/2В1, т. е. является сепаратрисой (рис. 1, а, 6). 
'вижение (в предельном случае) изображается частью окружности, 
|(`раниченной седловыми точками и прямой, их соединяющей. 


4 
У- 


4 
т 


Ге 6 
( | 
и | 
И | Рис. 1 
| а — картина поведения интегральных кривых уравнения (15) в случае Л = 0; 6 — картина 
'’ поведения интегральных кривых уравнения (15) в случае | Д | < 28:0; в — картина пове- 


| дения интегральных кривых уравнения (15) в случае | А|> 28:00. 
| 

| Это означает, что если в системе имеется мощное волновое поле двой- 
ой частоты, то оно в случае |А|`>2[, 0, не воздействует параметри- 
|| ески-резонансно на слабое поле основной составляющей. Причина отсут- 
‚|твия воздействия заключается в том, что рассогласование по фазовым 
`1 коростям А лежит вне зоны параметрического возбуждения основной 
| оставляющей. В области же | Д| < 28:0 о имеется параметрическое взаимо- 
}‘ействие парциальных волновых систем, в результате чего в системе воз- 
икают пространственные биения между основной и второй гармони- 
'1ескими составляющими. Эти биения получаются в результате возбужде- 
‚тия и нарастания колебаний основной частоты и соответствующего спада 
'имплитуды второй гармоники. Фазовые соотношения изменяются при 
гом таким образом, что основная составляющая начинает возбуждать 
‚\зторую гармонику, подавляясь сама до нуля. После этого процесс периоди- 
‘чески повторяется. 

При А =0 вся энергия второй гармоники может переходить в энер- 
"ию основной составляющей и обратно, т.е. могут иметь место полные 
‘биения. Последнее обстоятельство связано с тем, что интегральная кри- 
'зая — сепаратриса — проходит в этом случае через точку 2 = 0, у = 0, 
ато соответствует И. = 0, 


и -у ви. 
| 
` Необходимо отметить, что пространственные биения имеют место и в 
случае |Д|`> 28.0 о, что выражается в факте эксцентриситета в овалах 
интегральных кривых (рис. 1, в) и обусловлено наличием определенного 
(взаимодействия между системами. Однако это взаимодействие не является 
резонансным — биения обладают малыми глубиной и периодом. 


Я 
#] 
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В случае | Л | < 28:0 о в системе имеются два устойчивых стационарных 
состояния, соответствующих особым точкам типа центр (рис. 1, а, 0) 


=], 0: = У 3 (@3—и), свФ= —1, (®) 


О. =|уз|, О: = т) со Ф = + 1, 
где 
А? 
3687 


Ио 
зе я. | 


и изображающих синхронный волновой процесс с постоянными амплитуда-_ 
ми первой и второй гармонических составляющих. Одно из них является | 
синфазным, другое — антифазным. Когда Д = 0, в обоих синхронных ©0- 
стояниях переносимая мощность распределяется по парциальным систе- 
мам, так что 


В» п эк 28:0. (18) 

Когда же Д =2 0, эта симметрия в распределении мощности нарушает- 
ся; в одном из синхронных состояний мощность по сравнению с (18) пре- 
обладает в основной составляющей, в другом состоянии мощность преобла- 
дает во второй гармонике. 

Все другие возможные состояния системы изображаются замкнутыми 
интегральными кривыми, окружающими две особые точки и описывающи- 
ми процесс пространственных биений около этих стационарных состояний. 

При достаточно больших расстройках, когда |А|`> 28:0 о 
(рис. 1, в), состояние с преобладающей мощностью на второй гармонике 
исчезает и остается только синхронное состояние, характеризующееся 
преобладающей мощностью на основной составляющей. Интересно отме- 
тить, что это оставшееся состояние (у, на рис. 1, в) в зависимости от знака 
расстройки может быть и синфазным, и антифазным. Если фазовая скорость 
основной составляющей в отсутствие взаимодействия выше скорости гар- 
моники, то оставшееся состояние является синфазным, если же ниже — 
антифазным. 

Другие возможные состояния системы изображаются замкнутыми 
интегральными кривыми, которые окружают оставшуюся в этом случае 
особую точку. Они описывают колебания амплитуды и фазы около синхрон- 
ного состояния, т. е. пространственные биения. Одна из интегральных кри- 
вых проходит через точку д = 0, у = 0 на фазовой плоскости. Эта траек- 
тория описывает режим биений, характеризующийся полной перекачкой 
энергии второй гармоники в первую (но не наоборот). 

Таким образом, на основе рассмотрения фазовой картины движений на 
плоскости 2у можно выяснить много характерных черт и особенностей 
системы. Вместе стем, ряд черт ускользает при этом от анализа. Такими 
наиболее важными чертами являются пространственные протяженности, 
масштабы процессов. Для того чтобы их определить, в следующем пара- 
графе рассмотрен [ряд случаев, допускающих аналитическое решение. 


3. МАСШТАБЫ ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМЕ: БЕЗ ЗАТУХАНИЯ 


По видимому, неэлементарные случаи, допускающие аналитическое 
решение, исчерпываются случаями малых колебаний амплитуд и фазы 
около синхронных состояний и случаями движений по траекториям 
Оз = О.иу = 4/21. Случаи эти мы рассмотрим порознь, после чего 
на их основе проанализируем пространственные характеристики про- 
цессов в общем случае систем без затухания. 

А. Движение по эллипсам — ближайшим замкнутым траекториям, 
окружающим особые точки д = 0, у = у1,2 в случае |А| < 28:0 являет- 
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ся, очевидно, гармоническим. Уравнения, его описывающие, можно 
легко получить, линеаризируя уравнения (14) около этих точек. Для 
траекторий, расположенных вблизи точки х = 0, у = у? (рис. 1, 6), имеем 


2=Ь—41, П=6, (19) 

где 
У — 2; а = / 1282072 + дз; = А+ И 1280 4. 
(20 


Отсюда видно, что волновое число Г пространственных биений опре- 
деляется соотношением 
| 
СА ме, 1 Ятто й до 
Г = 06 = (128308 + 4?) — = АИ 1280 - 4®. (21) 


Легко проверить, что в граничном случае, когда | Л | = 2810, вол- 
новое число Г обращается в нуль. При близких к граничным значениям 
случаях волновое число равно 


ПВ: — 9 гы (28.0 — Ле, (22) 


Получая совершенно аналогичным образом выражение для волнового 
числа процессов, изображаемых эллипсами, близкими к х = Обиу=и, 
имеем 


— 


Е 2772 2 тт 5 = 
ГР = (128808 + 49) +5 АУ 1мОЗ-+ де. (23) 
| 

` При больших значениях рассогласования, | Л | >> И 128100, когда 
тараметрическое взаимодействие между парциальными системами очень 
›лабое, 


Те А (24) 


:. е. процесс биений сводится к простому сложению двух волн с собствен- 
чыми парциальными фазовыми скоростями. 

' Б. Движение по ограничивающей траектории, где Оз = (о, Оз = 0, 
эписывается фазовым уравнением 


Ф А + 28.00 соз Ф = 0. (25) 


’ Уравнение это решается в явном виде (см., например, [8]). В случае 
А |< 2810. оно описывает процесс экспоненциального перехода из ста- 
хионарной фазы 

(26) 
‚ положительным значением $ш Ф в стационарную фазу © отрицательным 
‘начением з1ш Ф. Хотя этот переход занимает бесконечно большую длину 
', в основном он происходит на длине &, равной по порядку 


0: = агс с03 (555) 


Ир 
т: № (27) 


У 4820? — А. 


[ругая часть предельной траектории в случае | А | < 281:0о определяется 


‘словием у = А/2В1. Подставляя его в первое уравнение (14), можно по- 
учить 
д = № (6:— - — В127. (28) 
4Вт 
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Решение уравнения (28) имеет вид 


5 2 а 2 
= и 6 — = В В1(2 — 20) | (о — 82° (29) 
-т || 


где 20— постоянная интегрирования. Оно описывает процесс экспонен- 


циального перехода системы из стационарного положения на окружности | 


(>= о с отрицательным значением 311 Ф в положение (>= (о и эш Ф>>0. 
Точно так же, как и в случае движения по дуге окружности, длина этого 
перехода бесконечна. Однако в основном он происходит, как ив том слу- 
чае, на длине, определяемой по порядку соотношением (27). 

Интересно отметить, что в случае А = 0 только что полученное реше- 
ние * соответствует таким граничным условиям, когда на входе имеется 
только основная составляющая волнового поля, а вторая гармоника от- 
сутствует вовсе. Из решения (29) следует, что в этом случае амплитуда вто- 
рой гармоники монотонно нарастает, а амплитуда основной составляющей 
подавляется нацело. В результате вся энергия переходит во вторую гар- 
монику. 

Как следует из приведенного в предыдущем параграфе качественного 
рассмотрения, такой вывод не является правомерным. Это связано с тем, 
что траектория решения (29) является сепаратрисой; стационарное зна- 
чение (72 = (Хо, (71 = 0, куда стремится по ней система, не является устой- 
чивым. Любая малая рассогласованность в фазовых скоростях, флуктуа- 
ция амплитуды гармоники на входе и т. п. приведут к тому, что движение 
будет осуществляться по замкнутой траектории, которая описывает 
пространственные биения. Причина неустойчивости — параметрическое 
возбуждение колебаний основной составляющей. 

В случае |А|`> 28В1Го движение по ограничивающей траектории 
(Г. = Оо является устойчивым, стационарного значения фазы (26) в этом 
случае не существует. Фаза за пространственный период имеет опреде- 
ленный средний прирост. Значения 05 Ф и зш Ф являются периоди- 
ческими функциями расстояния, причем волновое число равно 


г=У?— 4810. (30) 


На основании проведенного рассмотрения пространственных процес- 
сов на предельных траекториях можно сделать некоторые выводы о про- 
тяженности пространственных биений в общем случае. 

В случае |А| 28:0, наименьшим периодом пространствениых би- 
ений из семейства траекторий, ограниченных сепаратрисами, обладают 
траектории, непосредственно окружающие центровые особые точки. 
Волновые числа процесса биений в этом случае определяются соотноше- 
ниями (21) и (23). При переходе от траектории к траектории по направле- 
нию от центровой точки к сепаратрисе период биений увеличивается до 
значений порядка (27) для траекторий, близких к сепаратрисе. В узкой 
окрестности самой сепаратрисы пространственный период увеличивается 
сильнее, приближаясь логарифмически к бесконечности при подходе к 
сепаратрисе. 

Зависимость периода биений от амплитуды в случае |Д| >> 2810 о на 
траекториях вокруг центровой особой точки также является монотонно 
возрастающей. Если в окрестности центра период определяется соотноше- 
нием (23), то на ограничивающей интегральной кривой — соотношением 


(30). 


Таким образом, протяженность пространственных биений можно счи- 
тать качественно выясненной и в общем случае. 


* Решение (29) в случае Л — 0 было получено также Б. Оулдом и Г. Кайно (Стен- 


фордский университет, США). Автор пользуется случаем выразить им благодарность. 


за интересную дискуссию по этому решению. 
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| 4. ВЛИЯНИЕ ДИССИПАЦИИ ЭНЕРГИИ НА ПРОЦЕССЫ В СИСТЕМЕ 


| 

| Выше рассматривалась система в отсутствие затухания. Общий случай 
учетом влияния диссипации энергии в системе, когда коэффициенты за- 
"хания би 62 различны и находятся в произвольном соотношении с 
‘рэффициентами связи Взир., можно проанализировать только при по- 
дощи численного интегрирования уравнений (6) и (10). Аналитическим 
|’нованием этого является отсутствие интеграла энергии типа (13). Та- 
‚тои интеграл существует только в том случае, если коэффициенты затуха- 
тя буи 0> равны между собой: 


1 = =. (31) 
] гда интеграл энергии приобретает вид 
ВиО °, (32) 


„| Однако и в этом случае, по-видимому, проанализировать поведение 
‘стемы иным путем, чем на основе численного интегрирования, можно 
‚Илько в случае полного равенства парциальных фазовых скоростей основ- 
}И составляющей волнового поля и ее второй гармоники (ДА = 0). Для 
‘го чтобы показать это, рассмотрим уравнения, определяющие поведе- 


и |. 


эе системы, аналогичные (14). Они имеют вид 


тр = — 65 -- Ду — Вл? — ЗВу?-- В. 0-2, у= ву Аз Ваау. (33) 
1зодя новые безразмерные амплитуды Х и У согласно соотношениям 

|} у 

| Е И АЕ (34) 


> 


|чновый аргумент — безразмерное приведенное расстояние { при помощи 
"отношения 


| 2] Г 
к 2 = (1 —еы), (35) 
| жно свести систему уравнений (33) к виду 
| ‚298 В и 1 р) 5 ин 1 / р. А а у 
Мом’ 5“ НТИ КР. 
| (36) 


11е штрих обозначает дифференцирование по приведенному расстоянию Й. 
' Система уравнений (36), обладая с первого взгляда видом системы (14), 
‘ищественно от нее отличается. Это отличие заключается в зависимости 
„1эффициентов при линейных членах в правых частях от аргумента. 
|эдобное обстоятельство не позволяет использовать метод качествен- 
го интегрирования на фазовой плоскости ХУ, что было сделано по от- 
Ишению к системе (14). Единственно возможный случай для анализа — 
5 случай Л = 0, к рассмотрению которого мы и переходим. 
Уравнения (36) в случае ДА = 0 приобретают вид 
| 


Е ЕЬ ЕЯ У’ = ХУ, (37) 


| 
_]торый является безразмерной формой (14) при А = 0. На рис. 1, а 
]ображены интегральные кривые в этом случае на плоскости ХУ. Период 
„Чращения изображающей точки по замкнутым интегральным кривым 
„«Теет порядок единицы в масштабе приведенного расстояния 2. 

„! Выясним смысл приведенного расстояния 7 (соотношение (35)). 

_* Если затухание в системе отсутствует (6 = 0), то приведенное расстоя- 
‚Ше пропорционально истинному расстоянию от входа системы, причем 
"сштабным множителем является параметр нелинейности В1Со. До тех 
1р пока Й мало, нелинейностью в системе вообще в этом случае можно 
р енебречь. Она начинает проявляться лишь при значениях &, сравнимых 


иидиницей. 
| 


| 
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В случае 8 Е 0 приведенное расстояние связано нелинейной зависи». 
мостью с истинным расстоянием от входа; при бесконечном увеличений. 
расстояния от входа оно остается конечным. Существенно различаются два 
случая: 28, (о > д и обратный случай. Первый случай соответствует по 
ложению, когда затухание сказывается слабо на расстояниях, где нелиней-. 
ность уже играет роль. Приведенное расстояние на достаточно больших. 


> и } 
( у | 


[ 


а 6 й 


Рис. 2. Процесс пространственных затухающих биений про- 
исходит около значений амплитуд, характерных для син- | 
хронных режимов: 


а — случай малых затуханий 8 <'28.0.; 6 — случай значительных 
затуханий 5 >> 28,0о 

] 

расстояниях от входа системы может иметь очень большое значение. Вто- 

рой случай, наоборот, осуществляется, когда нелинейность проявляется. 

слабо. Параметр 7 при этом мал на любом расстоянии от входа. | 

Таким образом, приведенное расстояние характеризует степень 
проявления нелинейных свойств системы: если оно сравнимо с единицей 
или больше ее, нелинейность проявляется в сильной степени, если оно 
мало — в слабой. 

Из изложенного следует, что только в случае 28.(о > 6 изображаю- 
щая точка на фазовой плоскости ХУ может описать несколько вращений по. 
замкнутой траектории, стремясь в конце концов к какой-то определенной 
точке на ней, характеризуемой 2»: 


2ь= А. (38) 


В случае большого затухания 6 >> 28.Со изображающая точка совер- 
шает лишь небольшую дугу по траектории, характеризуемую интерва- 
лом Я (38). 

Следует специально отметить, что пространственный период биений © 
расстоянием увеличивается, что является следствием нелинейной зависи- 
мости приведенного расстояния от истинного. При достаточно большом 
затухании уже второй, и даже первый, «период» может растянуться до бес- 
конечности (рис. 2, 6). 

В рассматриваемом случае, так жекак и в случае отсутствия затухания, 


существуют синхронные режимы, синфазный и антифазный, которые ха- 
характеризуются решениями 


ое ие 
У бе, 0, У о (39) 


и вокруг которых могут иметь место колебания амплитуд и фазы — зату- 
хающие биения (рис. 2). 

Так же как и в случае отсутствия затухания, движение по интеграль- 
ным кривым, сепаратрисам, энергетически ограничивающим возможные 
состояния, можно описать аналитически. Одна из таких кривых харак- 
теризуется равенством нулю амплитуды основной составляющей И, =0. 
В этом случае 


= (40) 
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| 
И равнония (37) легко интегрируются. В результате амплитуды второй 
иармонической составляющей хи у описываются выражениями 
} 28 Го —52 
а 8 —52 О И 6х — Осе 
1х —= — Оче (бе) у — (41) 
ый ‚5 2810 те 
| 6 (#82 
и | 9 
Це 20 — расстояние, характеризуемое прохождением амплитуды х через 
пуль. 
\ Движение по другой сепаратрисе, уравнение которой 


бу ее 


т =0, (42) 


= 


акже можно описать аналитически. Подставляя (42) в уравнения (37) 
| интегрируя, имеем 


ме и Ва Ле 8? 
2810 0 = г 
ое (е 520 — <) ГА == В 43 
6 ) 3 28100 (82 - ( 3) 
0 


ыя 


® — Це Ш 


о -- 


= 


‘рафики, изображающие зависимости (41) и (43), представлены на рис. 3. 
’‘раничные условия выбраны в них вблизи седловой точки, из которой ис- 
‘одит движение. 


Г 


и и 


Цили*у 


Цили*у 


 — 


й 
5 Ц 
ай 4 белико АЕ мало 


а 6 


Рис. 3. Изменение амплитуд гармонических составляющих 
с расстоянием в случае движения по сепаратрисам: 
} 
| 


а — затухание мало; б — затухание велико 


` Рассмотрение графиков показывает, что если в случае малых затуханий 
’ рис. 3, а) движение по сепаратрисе приводит к параметрически неустой- 
Чнивому состоянию (при &-—> < |5|>0,), то в случае больших затуханий 
рис. 3, 6) движение по сепаратрисе приводит к устойчивому состоянию 
1" может быть реализовано практически. 
’ Из рассмотрения результатов этого параграфа следует, что и в общем 
'глучае различных, но малых коэффициентов затухания, затухание мало 
'казывается на расстояниях порядка одного периода биений. Поэтому 
‘представляет интерес на основе разумного приближения проанализи- 
‘оовать другой крайний случай, когда по крайней мере один из коэффициен- 
'гов затухания велик. 


5. СЛУЧАЙ СИЛЬНОГО ЗАТУХАНИЯ В ЛИНИИ 


Так как в практических случаях затухание на частоте гармоники боль- 
ме, чем затухание основной составляющей, в этом параграфе рассмотрен 
‘случай, который может представить интерес, когда коэффициент затуха- 


Иния дд велик: 
0. > Вл, Оо, (44) 


\а коэффициент 8, небольшой и имеет порядок правой части (44). 
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В этом случае уравнения, аналогичные (12), описывающие волновые. 
процессы в системе, 

=. ‹ ‘ ы им . [. 2 

р = — 906 — 2Вих, ш= 6 -- Вю -- Ау — 28’, | 

у = — ду — Ах - 28:29 (45). 

могут быть упрощены, и решения их проанализированы. Приступая к. 

такому упрощению, отметим, что наиболее интересная область рассогласо-_ 

вания фазовых скоростей имеет порядок Д == В1,>О/о. Интересуясь этой 

областью, в правых частях второго и третьего уравнений системы (45) 

можно пренебречь нелинейными 


членами и членами, пропорцио- 
нальными А. Тогда имеем 


ш = — 261 — 2Влшх, 
д = — 62 + Выш, у= — 659. (46) 


Уравнение для составляющей у 
при этом отщепляется. Это озна- 
чает, что в случае сильного зату- 
ву т- хания на частоте гармоники 
параметричекая взаимосвязь 06- 
Рис. 4. Картина поведения интегральных новной составляющей осуществля-. 
кривых уравнения (47) ется только с составляющей гар- 
моники х. Уравнения, описываю-. 

щие волновой процесс, сильно упрощаются. 

Проще всего проанализировать общие свойства решений системы пер- 
вых двух уравнений (46) путем качественного интегрирования на плоско- 
сти 7. Разделив одно уравнение на другое, получим 

4% ри 6% — Вэш | (41) 

© 2 (91 - В12) 
Следует помнить, что координата ш в силу ее определения может быть 
только положительной. По уравнению (47) легко можно построить фазо-. 
вые портреты движений (рис. 4). Все интегральные кривые вливаются 
в кривую, характеризующую плавное изменение с пространственным мас: 
табом 1/2 01 и соответствующую определенным граничным условиям на 
входе. Для того чтобы получить ее уравнение, надо предположить мед-. 
ленность изменения х и пренебречь во втором уравнении (46) членом & 
по сравнению с 6.5. Полученное таким образом приближенное уравнение. 
этой интегральной кривой имеет вид 


ры и: 1... (48) 


Скорость приближения изображающих точек по основным интеграль- 
ным кривым к кривой (48) значительно выше скорости изменения по кри- 
вой (48) и характеризуется пространственным масштабом 1/62. 

По фазовой картине движений может быть установлен общий характер 
взаимодействия основной и второй гармонических составляющих при раз- 
личных граничных движениях на входе системы. 

Из рис. 4 видно, что если на вход поданы мощный сигнал двойной часто- 
ты и слабый сигнал основной частоты, этот слабый сигнал при определен- 


ных фазовых соотношениях (5 < 0, т.е. эт Ф < 0) усиливается, дости- 
гает максимума на расстоянии от входа порядка 


| 120 
и затем падает с увеличением расстояния от входа. Необходимо отметить, 
что максимально возможное усиление основной составляющей при этом 
очень невелико и не превосходит нескольких децибел. 
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| 
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| 


и Если на вход системы, наоборот, подано напряжение только основной 
`оставляющей, она быстро возбуждает вторую гармонику, которая на 
'асстоянии порядка 1/6> достигает максимума, равного по порядку 


и (50) 


Ш)’ затем медленно падает по экспоненциальному закону с показателем 
‘ба. 

\’ Таким образом, все возможные возбуждения составляющих волнового 

ш Оля происходят на расстояниях от входа порядка 1/6., после чего амили- 

и\Уды медленно уменьшаются с характерным масштабом изменения, рав- 


тым 1201. 
ВЫВОДЫ 


' Шри распространении волн в сильнодиспергирующей линии с нелиней- 
''ыми распределенными параметрами между различными гармоническими 
1оставляющими возникает параметрическая связь. В случае, близком к 
‚\инхронизму между основной и второй гармоническими составляющими, 
‘оторому посвящена работа, эта связь приводит вообще к пространствен- 
‚иым энергетическим биениям между составляющими. В случае равных 
_атуханий составляющих существуют выделенные синхронные стацио- 
`зкарные состояния, в которых энергетические биения между основной и 
горой гармоническими составляющими волны отсутствуют. Таких с0- 
”тояний может быть одно или два в зависимости от величины рассогласо- 
`\ания в парциальных фазовых скоростях составляющих: при малом рас- 
' огласовании их два, а при достаточно болышом — одно. В случае равен- 
"тва парциальных фазовых скоростей мощность, переносимая основной 
''оставляющей, в обоих синхронных состояниях в два раза болыше мощ- 
п ости, переносимой гармоникой. 

7” Факт наличия двух стационарных состояний можно использовать 
\ ля создания параметров на бегущей волне — новых элементов памяти 
'ля быстродействующих вычислительных машин. Время переброса их из 
(одного стационарного состояния в другое можно существенно уменьшить 
о сравнению с параметронами резонансного типа. 

„’ Энергетические биения происходят около значений амплитуд и фаз, 
и |арактерных для стационарных синхронных состояний. Диссиплация 
„нергии в системе приводит не только к затуханию волнового процесса, 
„ Чо и к увеличению периода биений, причем это увеличение растет с рас- 
„тоянием от входа. В конце концов один из периодов оказывается послед- 
им — он растягивается до бесконечности. Процесс энергетических бие- 
ий имеет место и в случае сильного затухания, хотя амплитуда биений 


гри этом мала. 


= 
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РАСЧЕТ ФАЗОВОЙ СКОРОСТИ ВОЛН В ИСКУССТВЕННОМ 
МЕТАЛЛОДИЭЛЕКТРИКЕ С УЧЕТОМ ГАРМОНИК 
ТОКА НА ЭЛЕМЕНТАХ СТРУКТУРЫ 


Л.С. Бененвон 


Приведен вывод обобщенного характеристического уравнения для 
расчета фазовой скорости волн в искусственном металлодиэлектрике, 
пригодного в общем случае произвольного распределения тока на эле- 
ментах структуры. 

Рассчитаны поправки к фазовой скорости волн в системе бесконечных 
стержней, обусловленные влиянием первой гармоники тока. 


ВВЕДЕНИЕ 


В работе [1] показано, что для расчета фазовой скорости волн в ис- 
кусственном металлодиэлектрике можно применять метод наведенных 
эдс. Вывод характеристического уравнения и его анализ в [1] были про- 
иллюстрированы на примере структур, элементами которых являются 
тонкие цилиндрические стержни. Для упрощения расчета предполагалось, 
что токи, текущие на поверхности стержней, имеют только одну осевую 
составляющую, а их распределение описывается известной вещественной 
функцией, постоянной по сечению стержня. Вследствие этого практическое 
применение уравнения (32), полученного в [1], ограничено случаем 
тонких стержней и относительно больших периодов структуры, когда 
это предположение является справедливым. 

Целесообразно вывести обобщенное характеристическое уравнение, 
пригодное в общем случае произвольного распределения тока на стержнях. 
Это дает возможность, в частности, установить пределы практической при- 
менимости простого уравнения (32) из [4]. Рассмотрим эту задачу, огра- 
ничиваясь, как ив [1], случаем распространения волн лишь вдоль одной 
из осей структуры (обобщение на случай произвольного направления рас- 
пространения можно без труда выполнить методом, изложенным в [2]. 
Это позволит в дальнейшем вместо трехмерной структуры рассматривать 
эквивалентную структуру в виде одномерной решетки, расположенной в 
прямоугольном волноводе с двумя металлическими и двумя идеально 
магнитнопроводящими стенками; ось волновода совпадает с той осью ре- 
шетки, вдоль которой распространяется волна (ось 2) (см. рисунок). 

При решении поставленной задачи в принципе можно идти двумя путя- 
ми. Первый путь заключается в том, что токи, текущие на поверхности 
элементов структуры, представляются в виде суперпозиции ортогональ- 
ных функций, причем коэффициенты суперпозиции, вообще говоря, не 
известны. Это дает возможность аппроксимировать произвольное распре- 
деление тока с любой степенью точности, зависящей от взятого числа ап- 
проксимирующих функций, а следовательно, получить с высокой точностью 
значение фазовой скорости. Второй путь заключается в том, что распреде- 
ление тока в элементах структуры принимается известным и совпадаю- 
щим с распределением, найденным в результате предварительного реше- 
ния какой-либо более простой задачи. Очевидно, это совпадение может 
быть только приближенным. Однако и в первом случае речь может идти 
лишь о приближенной аппроксимации распределения тока, поскольку 
решение характеристического уравнения реально осуществимо лишь при 


небольшом числе аппроксимирующих функций. Ниже рассмотрены оба 
эти пути. 
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1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТОКА НА ЭЛЕМЕНТАХ СТРУКТУРЫ 
ЗАРАНЕЕ НЕИЗВЕСТНО 


— 

Пусть в соответствии с вышесказанным токи К, текущие на поверх- 

ости элементов структуры, представлены в виде суперпозиции веществен- 
= 


- > Ее 
ых функций \р;, образующих на этой поверхности полную ортогональ- 
ую систему. Тогда для п-го элемента можно написать 


К» — И я адр;, (1) 
[ 


{е Г, — период решетки по оси эквивалентного волновода; й — искомая 


азовая постоянная волны в структуре; а; — амплитуды токовых Гармо- 
ИК. 


| Полное поле, создаваемое всеми элементами одномерной решетки в 
'вивалентном волноводе, равно 


| ЕК) о. НЕ, (р, (2) 


п, 

5—=— — } А 

е Е, {4;} означает поле, порожденное током \р;, распределенным на п-м 
‚ементе, удовлетворяющее граничным условиям на поверхности экви- 
`‘лентного волновода. 

На поверхности $„ каждого элемента структуры выполняется гра- 


ное условие 
} 0 (3) 


гда, умножая (3) на р, и интегрируя по поверхности произвольного, 
‚пример нулевого (т. е. находящегося вблизи начала координат), эле- 
вита структуры, получим с учетом (2) систему однородных линейных 
равнений относительно неизвестных амплитуд а;: 


—лтГ, ЕЕ нЕ 

Уа,(Уе к о И ть (4) 
| 7 - т 
Ге 

1 и 
80] 

| > 
сопротивление, наведенное током \р;, распределенным на п-м элементе. 
|\ ток т», распределенный на нулевом элементе (с поверхностью 5%); Г— 
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размерный делитель, равный периметру поперечного сечения элемен 
структуры, введенный для того, чтобы определение наведенного сопр 
тивления совпадало с общепринятым. Условием существования нетр 
виальных решений системы (4) является равенство нулю детерминан 


системы (4): 


Ао, Ао, №. 
Ади, см реа (ба 
где 1 
Ай и я ее: И, т (66 


т 


Выражение (ба) и представляет собой искомое характеристическое урав 
нение для определения фазовой постоянной / волн в структуре. Если раб 
пределение тока достаточно хорошо описывается одной функцией, то (ба) 


примет вид . 


. № 
Ако = я о 0: (7) 


ть 


Уравнение (7) совпадает с уравнением (15), полученным в [1]. Выра- 
жение (ба) является, таким образом, обобщением (15) на случай произ- 
вольного заранее неизвестного распределения тока на элементах струк- 
туры и представляет собой, вообще говоря, бесконечный детерминант, 
так как (1) — бесконечный ряд. Однако поскольку аппроксимация рас- 
пределения тока на элементе структуры с нужной для практики точно- 

Е 


стью обеспечивается при конечном числе функций 1; в (1), то детерминант 
(ба) будет практически детерминантом 2—4-го порядка, и его решение не 
представит принципиальных трудностей. Последнее можно значительно 
упростить, если учесть, что в большинстве случаев уже в нулевом прибли- 
жении (когда (ба) сводится к (7)) значение й = № оказывается довольно 
близким к истинному и использование (7) необходимо, таким образом, лишь 
для вычисления поправки к №. Решение (ба) может быть осуществлено 
методом последовательных приближений. Разлагая (ба) по элементам пер- 
вой строки (или столбца) и перенося в правую часть все члены, за исключе- 
нием первого, запишем (ба) в виде 


М 
У Арх (В) Ву, (№) 


р И 
Ао (^) — — ПЕ ИЬ ‹ (8) 


Здесь Ви, — алгебраическое дополнение элемента Аж. Нулевое прибли- 
жение й = № получим, решая (8) при отбрасывании правой части, т. е, 
уравнение 


Аоо (1) = 0. (9) 


Поправку к 1 = № найдем, решая (8) при подстановке в правую часть / = 
—= Йо, т. е. из уравнения 
№ 


р А, (№) Вох (о) 


Ао: (= АЕ ОО 10 
Воо (#,) : 

и так далее. 
Так как в (9) в виде свободного члена входит величина Хи — реак- 
тивное сопротивление излучения элемента структуры (см., например, 


(30) из [1]), решение уравнения (10) совпадает с решением (9) но . 
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травленном значении Хоо,%, равном 


М 
У Ак» №) Ви, в) 


т (И == Хь, в + сы . (14) 


видно, если имеются подробные графики 1 = / (Хи), то а найдем 
ших как А, = / (Хо). 

Аналогично вычисляются и последующие приближения. 

Для дальнейшего анализа уравнения (ба) преобразуем выражения 
) к более удобному виду. Введем 


9 == = \ $. 3 (12) 


интегральную эдс, обусловленную т-й собственной волной эквива- 
тного волновода и действующую на ]-е распределение тока на нулевом 
ржне. Поле, возбуждаемое элементом структуры, представим в виде 
ложения по собственным волнам эквивалентного волновода: 


\ чп) 7 в Я 
с те Е ВР 
тп, 


| РЕ 

Пе {р} = =) (13) 
в Е осо 

й т 

ы 1 . . ( Ех Е => —> = 

| С = Ане", М = \ ИЕН] — [ЕН 48; (44) 
| ро 51 

| 

— координата центра И-го стержня; а— его радиус; 9 | — попереч- 


сечение волновода; 7 — индекс (один или несколько) типа собствен- 
’ волны (положительный). Индексом — т обозначена встречная волна 
ат (для которой постоянная распространения 7_м = — 1») *. Исполь- 
| (12) — (14), получим для Я, р; при п = 0: 

й 


а р, 


т М 


| (15) 
м 
т т 


от, в = 


ичина о, р1=Аоо, р1-- Ход, ру не выражается столь просто. Однако для 
ественной ее части Во, ›;, равной удвоенной активной взаимной мощ- 
| = — 


ти излучения токов \; и ф», найдем, учитывая (13) и (14): 

| : ее ь = О ь, о и 
ы=Ве (\ (фл Яо а$ = Хи ИР + Ану, (16) 
| 8 11-5 |2 и 


) 
’ 


Г и 5 |, — поперечные сечения эквивалентного волновода, слева и 
| 4 >, — 1 — — — 
ава от нулевого элемента; Ри, = -- \ [ЕиНт] 45 =-- [пи о -= 
| 511 812 

(ность, переносимая вдоль оси волновода собственными волнами ин- 
‚а т (в направлении 2 > 0) и — т (в направлении 2 < 0); суммиро- 


пе в (16) идет только по распространяющимся (при данных размерах 
зовода) волнам. Пусть волны индекса -- т нормированы так, что 


См. [3] (84.01) и [4] (ХУ. 26). 
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для распространяющихся волн 


ви 
Тогда для этих волн 
М = —4Ри, И 1 
И | 
По, т] ат -Х м — я т (и 


Используя (15) и (19) и суммируя получающиеся геометрические прогре 
сии, найдем 


| 
Е 


се ы 1 ) 1. —В 
“ты, Е ы . ры т, 
р 2. и. Яь. р) = Хо. р) -- 1 У ры 62 ("— и —- 
п =— с тп—==0 
, ) #5) (7) (р) | 
Ил! + ы РИВА И 
о (т И, © 
АВ т>1 т 


где { — число распространяющихся типов волн. Функции } могут бы 
как четными: 


о (24 
и (246 


относительно оси 5. Если /, и /®), удовлетворяют одновременно одном 
и тому же из условий (21), то (20) примет вид 


так и нечетными: 


га о (7) р) эт 1. С 
а ПРЕ АХ п т 2 
0 = Ао, ру # РЕ + 
р ох и: о УМ, 038, — 60510, 
29), = а 
Е 2, в. (22: 
т> 74 т, И—=— со 


Если же /), и {2 удовлетворяют различным условиям (21), то учиты 
вая, что в этом случае Хе, р; = Во, р; = 0, получим 


со со 


р тг, ес У эт Г, ый 
о В о МЮ 005. — бо Иа 
о 
ЕЕ > еы от, ур. (22 
И-Ь— со 


Элементы Ар; детерминанта (ба) будут, очевидно, иметь вид (22а) при 
1-Е р — четном и (226) — при 7 -- р — нечетном. 

Выражения (22) удобны для практических расчетов и могут непосре 
ственно использоваться при вычислении (ба). Следует отметить, что, ка 
видно из (22а), в уравнение (ба) будут входить в качестве параметров ве 
личины Хо, р; — собственные и взаимные реактивные сопротивления т0 
ковых гармоник элемента структуры. Они полностью определяются гео 
метрией структуры и, вообще говоря, известны. Однако целесообразно 
поступая так же, как и при решении (32) из [1], рассматривать Ход, о Ка 
независимый параметр. Тогда, без труда разрешив (ба) относительн 
Хо, 0, можно найти Хо, и Как функцию й. Обращая эту функцию, полу 
чим 1 = (Ху, 0); Учитывая зависимость Ху, о от геометрии структуре 
найдем искомую связь между последней и величиной й, т. е. решение ха 
рактеристического уравнения. В отличие от изложенного выше метод 
последовательных приближений, это дает точное решение (ба) (при 33 
данном числе аппроксимирующих функций \1}р,). 
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Рассмотрим конкретный пример структуры, состоящей из бесконеч- 
’ стержней, параллельных оси у. Прежде всего отметим, что если токи 
‚лементах структуры имеют лишь у-составляющие (а это для бесконеч- 
’ стержней выполняется точно), то полная система собственных волн 


квивалентном волноводе описывается вектором Герца т. = — Пи, В 


ца совместная с (17) связь полей р и РЕ имеет вид 
| 


> — 


О. (23) 


\ волн как распространяющихся, так и затухающих типов. 

Гак как мы рассматриваем случай, когда волны в структуре распро- 
иняются лишь в направлении оси 2, то функции \ф,, очевидно, должны 
ь четными относительно осей у и 5; относительно оси х они могут быть 
четными, так и нечетными. В первом случае справедливо (21а), во 
ом — (246). 

В р» = с0оз рф (ф отечитывается от оси 5). Полагая 


— 
Е И 03 ое —Иты И "Пт т =ку =" т, (24) 
вх Г: / 
цем 
й М й га у / то 
‚ в. = — Е р Л, (ба) соз | раго с08 | а (7) 
| (рее 1) +(Р) \ 
№9, — (— 17, (25) 
| 1 — — полином Чебышева. 
[ля затухающих волн 7„ = — @, бт = ви ( шт), —4: исполь- 


| 


| Тр (2) = 5 НИГЕРИИ: 1 — 22], 


| выражение 


ео [И еси [И ++ =]) 


Пусть р - является лишь одна волна ГЁМ, для 
рой т, = 7. = №. При этом выражения (22), с учетом (25) и (26), 


тут вид 


| со в , 
| у} о Л а: ыы (а 1) р 1 (#4) Л, (ва) — 
| п—=— со а В Во, оо у (Ка) 

} = 

' | рая 91п &Г., ее и я и. К 
| х 1 с05$ ®Т., — 5щ КГ, не | ) Г ® 


й * т>1 


ВИ ++ А +: и 
се] 


$ р 
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при р - 7 — четном, 


—$ 9; (ва) Ур (Ка) эт РЁ, р 
и (Ка) соз йЁ, — с0$ ЕЁ, 


со 
— тии, : р 
> е 2 Дт, ру = #Воо,00 [ 


неа [Ин] че [И +] 
ее |. 


при р - 7 — нечетном. 


2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТОКА НА ЭЛЕМЕНТАХ СТРУКТУРЫ 
ЗАДАНО ПРИБЛИЖЕННО 


В этом методе наиболее естественно задать распределение тока со 
дающим с распределением тока в одиночном элементе, помещенной 
эквивалентный волновод, возбуждаемый волной ТЕМ (или, что полнос" 
эквивалентно, в элементе двумерной решетки стержней, на которую 
мально падает плоская волна). При этом учитываем влияние на распр 
ление тока в стержне стенок эквивалентного волновода и пренебрег 
лишь влиянием высших типов волн, возбуждаемых соседними (вд! 
оси волновода) элементами структуры. Распределение тока будет по- пр 
нему иметь вид (1), но коэффициенты а; нужно предварительно Найт 
системы линейных уравнений метода наведенных эдс: 


25 


(р) 
я 0 лее. : -,, 
Хр ный = —р- э{Р —=10, 1, 2,4... Я‘ 

823 М 
где 2о,1° и /Р) определены прежними формулами (5) и (12). Так как И 
пределение тока теперь известно, то характеристическое уравнение «1 
дует получить несколько иначе, а именно: умножая (3) не на отдель 


функции ф,, а на 1" = У 9. Ф,, ар = ар/ а, % =1. Как нетрудно у 
: | 
диться, при этом получим следующее уравнение: 


* —ИиГ, 
> м > г 2 бол,рд = 0, 


2,1 п 
или, используя для внутренней суммы выражения (22), 
эш ЁЁ, 
03 #Ё, —с03 Г, > а, Пос, — р 0:0, (Хор; - А,) + 


]- р=чет. 1-Е р==чет. 


+ > ол, 
30=нечет. 
где 

ры (7) КР). 
НИ 

т>1 ие 

А ов эт Г, 
2 = Мп  С03ВЁ, — со ти, ° 


ЗВ СЯ . 
с05 РГ., — св „Г, 


Нетрудно убедиться, что № 6; Кос, = Ау и № 6:0 Хор 


]-Но=чет. 1-Е р-=чет. 
представляют собой собственные активное (Вос) и реактивное (Хо) соп 
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‘ивления стержня в эквивалентном волноводе (или двумерной решетке) 
три распределении тока \р = У афь. Уравнение (30) можно решить тем 


р 
ке способом, что и уравнение (32) из [1]. В случае решетки бесконеч- 
тых стержней, распределение тока в которых описывается выражением 


р = 1 о: с08Ф, (32) 
3 соответствии с [5] 


и 
9 — и ® = Ло (ка), № =3ЕЫ (ва), 


(33) 
В г Ле (ка) И вю 
ити Мтем ' ет 2 (ва) (Ка) 


Члены с Ви: можно отбросить ввиду их малости, а остальные попра- 
зочные члены перенести в правую часть (30) для облегчения применения 
четода последовательных приближений. . 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ 
ИССЛЕДОВАНИЯ СПИРАЛЬНО-ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ АНТЕНН 


В. П. Шестопалов, А. А. Булгаков, Б. М. Булгаков 


Описаны теоретические и экспериментальные исследования спи- 
рально-диэлектрических антенн. Методом интеграла Кирхгофа определены 
их диаграммы направленности. Изложены эксперименты по измерению 
диаграмм направленности и распределения тока вдоль спирально-ди- 
электрических антенн. 

Показано, что увеличение замедления волн в спирально-диэлек- 
трическом волноводе приводит к более направленному излучению энер- 
гии в пространство. Внесение диэлектрика в спиральную антенну по- 
зволяет уменышить геометрические размеры ее. 


ВВЕДЕНИЕ 


Диэлектрическая и спиральная антенны широко известны в техник 
СВЧ как антенны бегущей волны. Они представляют собой отрезки ди: 
электрического или спирального волновода, вдоль которых могут рас- 
пространяться электромагнитные волны с фазовой скоростью 1%, меньше 
скорости света с в свободном пространстве. Замедление в бесконечно 
диэлектрическом волноводе на высоких частотах определяется выраже 


нием 
6 ее 
ЕЕ Ув, 
ф 


где = — диэлектрическая проницаемость вещества волновода. В спирал 
ном волноводе замедление на высоких частотах имеет вид 

ро > РИ: 

зе вшф’ 
где 4 — угол намотки спирали. 

Известно, что продольные размеры- спиральной антенны порядк 

(1—3) № (где №ю — длина волны в свободном пространстве), в то врем 
как диэлектрическая антенна обладает размерами порядка (3—7) №. 


В спирально-диэлектрическом волноводе замедление на высоких часто- 
тах определяется формулой 


в У & 4 й 

°ф 2 пар ° 
Можно ожидать, что спирально-диэлектрическая антенна будет обладать 
свойствами, характерными как для спиральной, так и для диэлектрической 


антенны. В частности, ее геометрические размеры при соответствующем 


выборе г и угла намотки спирали \ должны быть меньше, чем у спираль 
ной и диэлектрической антенн. 


1. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 


Чтобы выяснить, какие типы волн могут распространяться в бесконеч 
ном спирально-диэлектрическом волноводе, рассмотрим систему, состоя 
щую из ленточной спирали радиуса а. Ширина ленты 8, угол намотки 
спирали \р, ее шаг р. Внутри спирали находится среда с диэлектричес 
кой &1 и магнитной д: проницаемостями; снаружи — среда с 2, №2 

Для нахождения дисперсионного уравнения исследуемой системы не 
обходимо решить краевую задачу со следующими ‘граничными условиями 
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(1) _ 770) (1) 
Е: Па то Е во Е, рр га 


(и == ив мя == И (Е зи та = 7 


7—4” 


(1) 


‘де индексы 1,2 относятся к областям внутри и вне спирали; о 
тавляющие поверхностных токов на спирали. Составляющие Фурье 
‹ля продольных. составляющих поля в первой области (0 << а) запи- 
пем в виде 

и АТ, (Тв г)е ее АВ т от, 


р р 
= р ВТ, (Т» г) ито. ( ) 


я во второй области (г > а) 
Е) Ее АЭК» (тг) ее — о в. ы 
Н@® — ВФК, (Ти г) ее лы : 
где 
О Е. о 
Й В2 И/о 0 же 
2ла (4) 
выд = Ве п = В а-+ пе $; 
| 
(» (тг) и К, (1г) — модифицированные функции Бесселя. 
’ Считая, что 14) = 7® =, и используя (1), находим 
| 
| | па 
д® — -УЕ о 
ею. 
22 [1 1 
пВиа 
а) В а о © бо К, 
И и, 
И ТЫ 
| и Г, 
| (5) 
1 1 
В = И - и 
п в 
и а Г. 
(1) С И 1 т, Ки 
В» —- РЕ К’ те ® 
в, 
о т, 


Здесь и в дальнейшем везде опущены аргументы 7„а модифицирован- 


ных функций, Бесселя. 
Используя. вариационный метод [1—4], который в нашем случае име- 


ет вид 


> и не И) Я =. (6) 


получим дисперсионное уравнение 


Г (В) = 0, (7) 
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тм == т, $ 1р; и = йа с0$ 1р. 


А 
а 
: й 2р 
вв — ма А = дб. (9) 
22" 


Как известно, в Г, (В) можно выделить резонансный член бесконечной 
суммы и нерезонансный остаток. Нерезонансную часть Г, (В) представим 
в виде 


СХ уоа И . 2 
ое "|; т. Е Е т ма ф мл. (40) 
№ а | 
В дальнейшем ограничимся случаем, когда #1 = в, #2 = 1, Ца = ш = № 
2 а = № а. 


Решение дисперсионного уравнения в области нулевого резонанса 
(п = 0) определяется формулами 


(тоа) 11Кл - (10а) зи ф ых 
О (Та) = с? р К Ч (11) 


ри о 
ЕР ЕТ ВЕ] (уоа) за р Ш — - 
ро 


(7о@)? = (Воа)* — (а), Ка = Та р = } Воа = Тоа В [6] с. 


(То а следует брать в пределах 0 < фа < 0,6). 
В области первого резонанса .“ = — М) 


— 9+ Ут? — И 
Ва = а ‚ Ка Ире ыы (7_а)* , 
ее ры т. о. Па 


х 
р а а (12) 


6 = (Та) ф- [(7_ а)? 12-1] атрефш д + 


-- (2) [= эт ф шо = ат | 
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Юа/с+9ф 


03 
2 
Е 
| А] 
| РЕЕЕ 
И ее. / , р/с 0 ) ) / р 24/9 


Рис. 1. Дисперсионные кривые спирально-диэлектрического волновода: 


а — с; ф = 8,42;6 —с 5 фу = 5,16 (1— а=1; 2— = 4,5: 38 — 2 =20; 4 — = 81) 


На рис. 1, а, б приведены дисперсионные кривые, построенные соглас- 
`°но (7) — (12). Наличие диэлектрика сильно влияет на фазовую‘скорость 
волн в спирально-диэлектрическом волноводе. 


2. РАСЧЕТНЫЕ ДИАГРАММЫ НАПРАВЛЕННОСТИ 


Диаграммы направленности спирально-диэлектрической антенны опре- 


2 
делим, пользуясь методом интеграла Кирхгофа. Поле Ем в дальней 
зоне при этом будет определяться следующим образом: 


соз @ т р 
= те В ы- жь ти > 
Вы = де а \ (6, Ф)аФ, (13) 
0 
где ^, — длина замедленной волны; А — расстояние до точки наблюде- 
ния; 9, ф — углы в сферической системе координат; Ф — азимутальный 
= 


угол по цилиндрической поверхности антенны; / — длина антенны; И от 
2 не зависит. Производя интегрирование в (13) по 2, получаем множитель 
системы, одинаковый для всех антенн бегущей волны, 


(14) 


Коа 1 
В нашем случае На мало и | Г, (9)| весьма близок к синусоиде. 


После вычислений, аналогичных [5], находим выражение для полей 
излучения в дальней зоне 


—- г 


тЫ | У (Ф, 9, Ф)аФ. (15) 


КВ х 
0 


Составляющие полей в сферической системе координат имеют вид 


0 
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Ее = п с03ф | док, (1.8) (Л, — Л.) + | В®) К» (т,В)сов © (Ло ЛЬ) - 


22 [ 9 К, (рьВ) 25 п Ко (ть) | Л. эт (6) | В: (8) 1, 


(16) 


Га Ава 
Е. = пзтф |АЭк, (7.В) соз 9 (Л -- Л.) 2 р = Ав (Т.В) — 


го (1.4) 
Е. (еп). шел + У № ВК, (п) (Л — НЕ, (©), 
Ти, => 


где Ло, /1, /з — функции Бесселя первого рода от аргумента Аа зш ©. 
На рис. 2 приведены диаграммы направленности, рассчитанные по 
формуле 
72 2 
_ В+ 
— ГАЗ 2 : 
(26 + Е) нано 
Для Ез ф = 0, для Е ф=л/2. Диаграммы рис. 2, а, б,в соответствуют 
п =0. В режиме нулевого резонанса антенна направленно не ‘излучает 


(17) 


я 


Рис. 2. Диаграммы направленности спирально-диэлект- 
рической антенны, рассчитанные по формулам (16), (17) 


(рис. 2, @, Да = 0,302 е = 4. Кас 4 = 0,07). Выбранная точка нахо- 
дится на границе области нулевого и первого резонансов, и для систем 
с большим замедлением диаграмма излучения оказывается направленной 
(рис. 2,6, Ка = 0,55, в =1, Ка/сёс ф = 0,065; рис.2, в, Ка = 0,364, = = 4.5, 
Ка/с4е 4 = 0,07). Диаграммы направленности симметричны относительно 
оси антенны. 

Кривые рис. 2,2, д, е построены для п = -—4, ка == 0,742, се = 
—=5,16. Из рассмотрения дисперсионных кривых рис. 1 видно, что одному 
значению Ка соответствуют три значения Воа (или В а). Для рис. 2, 2 
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В а = —1,265, в == 1, замедление больше единицы. Для рис: №, ОВ ла = 
— —0,38, == 1, %2=с. В первом случае имеем направленное излучение, 
во втором — ненаправленное. Если выбрать во втором треугольнике точ- 
ку с тем же Ка = 0,742, Ва = 0,75, то диаграмма направленности будет 
зеркальным отображением рис. 2, д. Для рис. 2, еВ а = 1,55, в = 4,5, 
замедление наибольшее. Диаграмма направленности самая узкая из по- 
следних трех случаев. Рис. 2, ж (8 = 1), рис. 2,3 (в = 4,5), рис. 2, и 
(= = 20) (ка = 0,361, сю == 5,16) подтверждают, что с увеличением за- 
медления диаграмма излучения из ненаправленной превращается в нап- 
равленную при неизменном Хоа = 2л а/о. При фиксированных размерах 
антенны увеличение замедления соответствует сдвигу в область низких 
частот. Для области п = —1 оси диаграмм направленности не совпадают 
с осью системы. 


$. ПРАКТИЧЕСКИЕ ДИАГРАММЫ НАПРАВЛЕННОСТИ 
И РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТОКА 


Для проверки проведенных расчетов были измерены диаграммы на- 
правленности и распределение тока вдоль антенны для спиралей 
с со -= 4,13; 5,16; 8,42 и различными величинами & = 1; 4,5; 20; 841. 
Во всех опытах размеры спиралей оста- 


вались постоянными ({ == 14 см, 2а == Й 5 
—= 4,6 см), а длина волны изменялась. 0006 
На рис. 3 представлена блок-схе- 


ма измерительной установки. Высоко- р 
частотная энергия подавалась от гене- 
г ЕЕ о Рис. 3. Блок-схема измерительной 
установки: 
тенне. Приемником служила антенна 
типа «волновой канал» для волн длиной ' › генератор колебаний высокой частоты; 
2 длинная линия; 3 — согласующее 

10—25 см с набором сменных вибраторов устройство; 4 — антенна; 5 — приемная 
и логарифмическая антенна для волн и" 
длиной 19—80 см. Приемная антенна 
могла вращаться вокруг горизонтальной оси для снятия поляризацион- 
ных характеристик. Непосредственно у концов антенны был уста- 
новлен детектор. Энергия по кабелю длиной 10 м подводилась к чувст- 
вительному гальванометру постоянного тока. Согласующее и запитываю- 
щее устройства представляли собой медную трубу длиной около 50 см 
и диаметром 30 мм, которая вместе с проводом спирали составляла коак- 
сиальную линию (150 ом). Центральный проводник крепился на двух 
шайбах из органического стекла. В линию был введен кабель РК-50 
(150 ом), который соединялся с отрезком кабеля РК-2 (100 ом) длиной 
— 7 см, а затем со стандартным кабелем (75 ом). Для снятия картины поля 
применялся подвижный зонд индукционного типа. 

На рис. 4 представлены результаты измерений спиральной антенны 
с = =1 и сюф = 5,16. Эти измерения хорошо согласуются с измерения- 
ми работы [5]. В области второго резонанса (рис. 4, а) коэффициенты от- 
ражения отличны от нуля. Рис. 4, 0, в соответствуют первому резонансу. 
Вдоль антенны установилась бегущая волна. В областях, близких к нуле- 
вому резонансу, по всей длине антенны наблюдаются стоячие волны. На 
рис. 4 пунктиром нанесены теоретические диаграммы направленности. 
Наблюдается хорошее совпадение теоретических и экспериментальных 
кривых. Здесь, как и в дальнейшем, одна из причин некоторого несовпадения 
теоретических и экспериментальных кривых (рис. 4, в, г) заключается 
в том, что при вычислении диаграмм направленности методом интеграла 
Кирхгофа не был учтен металлический отражатель, применявшиися 


в опыте, 
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На рис. би 6 приведены кривые диаграмм направленности спирально- 
диэлектрических антенн для различных диэлектриков. Из графиков видно, 
что в режиме направленного излучения вдоль антенны имеются бегущие и 
стоячие волны. При неизменных размерах антенны диапазон направлен- 
ного излучения смещается в сторону низких частот тем больше, чем больше 
г. С внесением диэлектрика наблюдается сужение диапазона направлен- 
ного излучения. Диаг“аммы направленности совпадают по форме с рас- 


Иа = 
240 270 4300 
120 90 


== 


240 270 200 


12 №42СМ 


ТРО Экспериментальные диаграммы направленности и 


распределение тока вдоль спиральной антенны ( = 1 
са ф = 5,16). Пунктиром нанесены теоретические диаграммы 
направленности 


четными; расхождение в основном наблюдается в углах отклонения оси 
диаграммы направленности от оси антенны, 

На рис. 7 представлены результаты измерений спирально-диэлектри- 
ческой антенны, внутренняя область которой заполнена водой. В корот- 
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Рис. 5. Эксперимен- 
тальные диаграммы 
направленности и 
распределение тока 
вдоль спирально-ди- 
электрической антен- 
ны (8 5 
сх ф = 5,16):} 

а, б — область первого 
резонанса; в — область 
нулевого резонанса. 
`Пунктиром нанесены тео- 


`ретические диаграммы 
направленности 
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Рис. 6. Эксперимен- 
тальные диаграммы 
‚направленности и рас- 
пределение тока вдоль 
‘спирально-диэлектри- 
ческойантенны (в=20, 
| ся ф = 8,4): 

‘1 — область первого ре- 
 вонанса; б, в — область 
' нулевого резонанса. 
'Пунктиром нанесена те- 


‘оретическая диаграмма 
направленности 
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Рис. 7. Экспериментальные диаграммы направленности и 
распределение тока вдоль спирально-диэлектрической антенны 
(= = 81, сс р = 5,16): 


а, 6 — область третьего ивторогорезонансов; в, г — область первого 
резонанса; д — область нулевого резонанса 
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3 области первого резонанса (рис. 7, в, г) наблюдается смещение главно- 
о максимума диаграммы направленности от оси антенны. Диапазон на- 
гравленного излучения сильно сужается. Рис. 7, д соответствует области 
гулевого резонанса. 


ВЫВОДЫ 


Теоретическое и экспериментальное исследования спирально-диэлект- 
ической антенны показали следующее. 

1. Внесение диэлектрика в спиральный волновод значительно умень- 
тает фазовую скорость электромагнитных волн и увеличивает замедление. 

2. Увеличение замедления волн в спирально-диэлектрическом 
олноводе приводит к более направленному излучению энергии в про- 
транство. 

3. Внесение диэлектрика смещает ось диаграммы направленности 
т оси антенны. Это обстоятельство подтверждено на опыте, хотя коли- 
ественного совпадения теории с экспериментом нет. Физически это явле- 
ие, по-видимому, можно объяснить тем, что излучаемые электромагнит- 
ые волны несимметричны по азимуту спирали. 

4. Внесение диэлектрика в спиральную антенну позволяет уменьшить 


азмеры антенны почти в И # раз, но при этом уменьшается ширина поло- 
ы частот, пропускаемых системой. 

5. Для увеличения ширины полосы частот у исследуемой антенны 
место сплошного диэлектрического стержня внутри спирали можно ис 
ользовать слоистый диэлектрик или магнитодиэлектрическую среду 
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Рассмотрены двухзеркальные сферические антенны, позволяющие 
обеспечить неискаженное качание диаграммы направленности в широ- 
ком секторе. Системы такого типа перспективны при создании больших 
антенн, например радиотелескопов. 

Приведены два способа расчета профиля малого зеркала: 1) при 
помощи фокальных кривых, 2) при помощи метода волновых фронтов. 
Применительно к расчету двухзеркальных антенн метод волновых 
фронтов преобразован таким образом, чтобы избежать решения дополни- 
тельных дифференциальных уравнений. Рассмотрены оптимальные соот- 
ношения между коэффициентом использования всего раскрыва сфериче- 


ского зеркала и размерами малого зеркала. Проанализирован вопрос о 
влиянии точности установки элементов системы — облучателя и ма- 
лого зеркала — на характеристики антенны. 

ВВЕДЕНИЕ 


В настоящее время весьма актуальны вопросы создания больших зер- 
кальных антенн, у которых качание луча осуществляется перемещением 
сравнительно небольших масс. 

В связи с этим привлекают внимание сферические зеркальные антен- 
ны, качание диаграммы направленности которых производится путем 
перемещения излучателя относительно центра сферической поверхности. 
При этом в силу симметрии коэффициент использования поверхности 
зеркала не изменяется (рис. 1). Однако величина коэффициента исполь- 
зования поверхности зеркала однозеркальной сферической антенны су- 
щественно зависит от ширины диаграммы направленности и угла качания. 
Это и понятно, поскольку должна использоваться только часть сферическо- 
го зеркала, при отражении от которой фазовые ошибки на краях не пре- 
вышают допустимых значений. Расчеты, проведенные для сферического 
зеркала с излучателем, оптимальное положение которого подбиралось для 
данной ширины диаграммы, показали, что при узких диаграммах коэф- 
фициент использования зеркала весьма низок и несколько возрастает при 
более широких диаграммах. 

На рис. 2 представлена кривая зависимости отношения допустимого 
размера деиствующего раскрыва к диаметру сферы Р»/Р от ширины диа- 
граммы \. Кривая получена из условия, что фазовая ошибка в пределах 
действующего раскрыва не превышает ^/8. 

На рис. 3 представлены кривые зависимости коэффициента использо: 
вания раскрыва А == ),/АВ от полного угла качания (обозначения 
ясны из рис. 1) для различной ширины диаграммы направленности. От 
метим, что величина коэффициента использования раскрыва, приведен: 
ная на графике, не учитывает характера распределения амплитуд в рас 
крыве. Недостатки однозеркальной сферической системы, связанные ‹ 
плохим использованием зеркала при качании узких диаграмм, можно ради 
кально устранить, применив предложенную нами в 1951 г. и описанную ! 
1954 г. [4] двухзеркальную сферическую антенну. 

В последнее время появилось сообщение о разработке проекта радио 


телескопа, работающего по аналогичному принципу [2], ио вариант 
цилиндрической каналовой системы [3]. 
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Настоящая статья посвящена основным вопросам расчета и проекти- 
вания двухзеркальной сферической системы. В ней специально рас- 
отрены вопросы, связанные с уменьшением размеров малого зеркала, 
гакже вопросы влияния точности установ- ры 
отдельных элементов системы на ее направ- ия и 
нные свойства. Эти вопросы могут оказать- 

весьма существенными при проектирова- 
и больших антенн, в частности антенн для 
диотелескопов с высокой разрешающей спо- 
бностью. 

В общем случае для качания диаграммы 
правленности специальной формы можно 
качестве большого зеркала использовать 
сть тороидальной поверхности с определен- 
м профилем образующей и соответственно 


с. 1. К определению коэффициента использования 
поверхности зеркала 


ссчитать малое зеркало [4]. Однако в настоящей статье мы ограничимся 
ссмотрением только сферических двухзеркальных систем, предназначен- 
х для формирования и управления игольчатым лучом. 


и=0»/Ав 


а ео ВИЕЙ СВЕН 
О 421 92 2959396 6 50° 
Рис. 2 Рис. 3 


Рис. 2. Зависимость между допустимым раскрывом и диаметром сферы от 
ширины диаграммы‘ направленности 


Рис. 3. Зависимость коэффициента использования раскрыва от полного угла 
качания при различной ширине диаграммы направленности 


1. ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ ДВУХЗЕРКАЛЬНОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 


Двухзеркальная сферическая система состоит из двух зеркал: боль- 
го сферического, концентрирующего энергию в главном направлении, 
‚алого, которое рассеивает в направлении большого зеркала энергию, 
аюшую от облучателя. Малое зеркало рассчитывается таким образом, 
бы в раскрыве сферического зеркала формировался плоский фронт 


| & 
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волны. Фазовые ошибки в системе отсутствуют. Поэтому коэффициен 
использования раскрыва и сектор качания не зависят от ширины диаграм 
мы. Это весьма важное положительное свойство, выгодно отличающе 
двухзеркальную сферическую систему от однозеркальной сферической 

Качание диаграммы направленности в двухзеркальной сферическо 
системе осуществляется поворотом малого зеркала совместно с излуч 
телем относительно центра сферическог 
зеркала. Очевидно, что в силу симме 
рии диаграмма искажаться не будет, 
максимум ее будет отклоняться на уго 
поворота малого зеркала с облучателе 
(рис. 4). 

Для двухзеркальной сферической систе 
мы существенно установить, насколько пол 
но может перехватываться малым зеркало 
и облучателем пучок лучей, отраженных 0' 
большого зеркала, какое при этом получает 


Рис. 4. Сферическая двухзеркальная антенна 


ся использование большого зеркала и какова степень экранировки мал 
зеркалом лучей, отраженных от большого зеркала. Принципиальни 
можно выбрать большое зеркало в виде полусферы, но все зеркало исполь 
зовать не удается. В самом деле, параллельные лучи, падающие на сфери 
ческое зеркало, отражаются от последнего под различными угламиф 
В том случае, когда 2ф < л/2 (угол между падающим и отраженным 
сферического зеркала лучом), малое зеркало может отражать лучи, их 
когда 2 ф`> 1/2, одна часть малого зеркала будет экранировать другук 
(рис. 4). 

Таким образом, максимально возможный действующий раскры 
)ь в двухзеркальной сферической системе ограничен стороной вписанног 
квадрата и равен 1,41 Ко. Очевид- 


но, что при качании диаграммы К=2р/йв 
направленности весь раскрыв зер- 1 
кала АВ должен быть больше 
1,41 Ро. 09 
09 


Рис. 5. Зависимость коэффициента ис- 
пользования раскрыва от угла качания 07 
диаграммы для Я — 1,441 Ро 


6 
0 20 40 60 60 2“ 


Раскрыв сферического зеркала АВ зависит от угла качания диаграм- 
мы 2а (рис. 4). 

Из геометрических соображений следует, что если действующий рас- 

крыв О, = 1,44 Ао, то | 

РВ : 

АВ = т (3111 @ -- с0$ 9) (1 


и, следовательно, коэффициент использования раскрыва К = О»/АВ 
может быть определен из 
ы 1 

К (2) 


эт @ | с0$ 9 
На рис. 5 построена зависимость К = } (2 а). 
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° Легко заметить, что коэффициент использования раскрыва при увели- 
ении сектора качания падает вначале довольно резко (примерно до 
Е 20°), после чего дальнейшее уменьшение коэффициента использования 
'аскрыва идет весьма медленно. 

° Очевидно, что такая система в принципе может обеспечить управление 
`учом не только в одной плоскости, но и в телесном угле, причем макси- 
'ально возможная величина телесного угла составляет 90° при коэффи- 
циенте использования раскрыва, равном 0,7. Большое зеркало должно 
редставлять собой при этом полусферу. 

Если большое сферическое зеркало выполнить из поляризационной 
›ешетки, провода которой ориентированы под углом 45°, аналогично тому, 
‹ак это делается в тороидальных однозеркальных антеннах [5, 6], то на 
‚азе двухзеркальной сферической антенны можно построить систему, 
›‚беспечивающую управление лучом в полном телесном угле. Расчеты 
токазали, что в такой системе также может быть обеспечен действующий 
›аскрыв, равный 0,7 Л. 


2. МЕТОДЫ РАСЧЕТА СФЕРИЧЕСКОЙ ДВУХЗЕРКАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 


Расчет сферической двухзеркальной системы, предназначенной для 
рормирования игольчатой диаграммы направленности, сводится к рас- 
тету профиля малого зеркала, поскольку последнее в этом случае пред- 
угавляет собой поверхность вращения. Для решения задачи необходимо 
задать положение облучателя и одной из точек профиля малого зеркала. 
]рофиль большого зеркала — окружность — известен, а фронт волны, 
ладающей на большое зеркало, предполагается плоским. 

Расчет профиля малого зеркала наиболее удобно производить следую- 
цими двумя методами: методом фокальной кривой и методом волновых 
фронтов. 

Первый метод представляет собой дальнейшее развитие метода част- 
чых фокусов [7]. Частный фокус — условное название точки схождения 
пучей, отраженных от участка большого зеркала. Фокальная поверхность 
в трехмерном случае, а в двумерном случае — фокальная кривая являются 
геометрическим местом частных фокусов. Заметим, что в случае расчета 
цвухзеркальных систем знание фокальной поверхности позволяет пра- 
вильно выбрать исходные данные для расчета малого зеркала, чтобы раз- 
меры его были близки к оптимальным. В двумерном случае фокальные 
кривые или каустики представляют собой эволюты — геометрическое 
место центров кривизны волнового фронта. Уравнение фокальной кривой 
в векторном виде: 


Р= ВЕ Ма, (3) 


где 
0$ Ф 


21 — Ко с03 Ф 


И = 


) 


3] и 2 — соответственно кривизны отражателя и падающего волнового 
> 


фронта; ф — угол падения волны; ах — направление отраженного луча. 
Иногда удобно определять фокальную кривую в параметрическом виде. 
В частности, это нетрудно сделать для рассматриваемой задачи. 
Пусть на большое зеркало падают параллельные лучи. Тогда из рис. 6 
‚ледуют соотношения 
Уу—У 
| | 
р | $ уЁ | (4) 
) бы — {о 
УЕ е СТЬ, 
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Уре ААА» 
Х; = Я: 000 | 
У, = Ао зшф + А, созфаф, | 
Х, = В, созф— В, зшфаф, ) 


2 
Е. 


Подставив выражения (5) и (6) в систему уравнений (4) и решая из 
совместно, получим уравнения фокальной кривой 


А = 60-Ф (1 — я , 


ут (7 


После того как найдена фокальная кривая, нетрудно построить про 
филь малого зеркала, задавшись точкой на малом зеркале и положение 
облучателя. 

Искомый профиль малого зеркала есть не что иное, как огибающа 
эллипсов или гипербол, один из фокусов которых совпадает с положение 
облучателя, а второй находится на фокаль- 
ной кривой в точке касания отраженног 
от большого зеркала луча. 

Если малое зеркало находится перед фо- 
кальной кривой (предфокальная область), 
то профиль его описывается огибающей ги. 
пербол, а в зафокальной области — огибаю- 
щей эллипсов. 

Метод фокальной кривой оказывается 
весьма удобным при графическом построе- 
нии профиля малого зеркала. 

Второй способ расчета малого зеркала 
основан на методе волновых фронтов [8], 
который базируется на известных работах. 
Гамильтона. Суть этого метода заключается. 
в следующем: если известны любые две из 
трех поверхностей (фронта падающей волны, 
отражателя и фронта отраженной волны), то 
Рис. 6. К определению фокаль- можно определить третью поверхность. Метод 

Е волновых фронтов оперирует с вектор- 
ным изображением поверхностей. Обозначим 
— 


поверхность фронта падающей волны через .Х, поверхность отражателя 


К, поверхность фронта отраженной волны У. Если известны, например, 


— 


Хх и В, то уравнение третьей поверхности У находится из 
= 
У=Х—2т(В—Х), (8) 
о 
где | — единичная нормаль к поверхности отражателя. 
= — 
Если же известны Х и У, то можно получить выражение для опреде- 
— 
ления А: 


д (9) 
= 


где С — полный путь луча от фронта падающей волны до фронта отражен- 
ной волны. 


— — 
Заметим, что искомые поверхности У или А в общем случае оказыва- 


= 


ются функцией четырех независимых параметров. Так, например, У = 
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Ее. > ж > — 

ВИ, 0, $, 2, таккакХ =Х (ли В (0. Ноэтому необходимо уста- 
новить Дополнительную зависимость между параметрами и, би 5, &[. 
Она устанавливается из условия пернендикулярности лучей и волновых 
фронтов путем решения уравнений 


—> 


Шо 


Е Е , (10) 
О | 

ее а 
тде Хии Х, — частные производные по соответствующему параметру. При 
решении задач методом волновых фронтов желательно так выбирать вол- 
новые фронты и отражающие поверхности, 
‘чтобы по возможности‘ избежать решения у 
‘уравнений (10). Применительно к расчету 
'двухзеркальных систем, в частности для 
‘расчета малого зеркала, метод волновых 
фронтов разработан нами таким образом, что- 
бы каждую точку искомой поверхности можно 
было рассчитывать независимо. Особенно 
‘удобен метод волновых фронтов в тех случа- 
ях, когда поверхность большого зеркала и 
падающий на большое зеркало волновой 
‘фронт можно легко выразить аналитически. 
При расчете двухзеркальных антенн 
рассматриваются две отражающие поверхно- 
‚сти и три волновых фронта, один из которых 
промежуточный. Идея применения метода 
‘волновых фронтов к расчету двухзеркальных 
систем состоит в том, чтобы разумно комби- 
‘нировать методику расчета, рассматривая 
‘вначале систему, работающую на прием, и 
‘на заключительном этапе — на передачу. 
Три этом можно рассчитать малое зеркало, 
пользуясь недифференциальными векторны- 
‚ми уравнениями. 
’ При расчете малого зеркала в сфе- 
|рической двухзеркальной системе методом 
волновых фронтов необходимо выделить два этапа: 1) рассматри- 


Рис. 7. К определению поверх- 
ности малого зеркала 


вая работу системы на прием, по заданному плоскому фронту волны Ху, 
‘падающему на большое сферическое зеркало Ас, определяют отражен- 
ный волновой фронт У; 2) рассматривая работу системы на передачу, по 
заданному сферическому фронту волны ре падающему на малое зеркало 
от облучателя, и по отраженному фронту У, определенному из первого 


этапа, находят поверхность малого зеркала Лу. 

Как уже отмечалось выше, малое зеркало в рассматриваемом случае 
‘представляет собой поверхность вращения, и задача сводится к определе- 
нию профиля на плоскости. Наиболее рационально решать задачу, поль- 
зуясь полярной системой координат. Радиус большого зеркала примем 
равным единице. р 

Тогда, согласно рис. Г, 


Ио — соз 0? | зв 9Т, 
Ж. -ы т ми, | (11) 


— 


= с03 97 эт 9/. 
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Подставив (11) в (8), получим уравнение отраженного волнового фрон- 


не У. й. 
— — 3 
Ут. 
У, = [1 —2 с03? ©9 (1 — соз @9)], (12) 
У, = [т 9 — 5120 (1 — соз 0)]. 
— 
Сферический волновой фронт Хз удобно рассмотреть непосредственно 
в точке, где расположен облучатель, т. е. 
—* > 
Аа 0: (13) 
При таком рассмотрении условие (10) выполняется автоматически. 
Единичная нормаль к отраженному фронту, направленная по отраженному 
лучу, определяется как 
=: г т 
Е = — 60$ 29 { — эт 20). (14) 


Подставив (12), (13) и (14) в выражение (9), получим уравнения для 
определения координат профиля малого зеркала: 


В:м = 7. — ©0$ 2@Р, 
Пи А ОЛ, (15) 


где 


0% — [(У;—94) У 
2 [С = 08520 (У а) 5 ВВУ [ 


Р= (16) 


С — длина пути от фронта У: до фронта Хз. Как видно из рис. 7, 
(= 1—2 о, (17) 


где А — расстояние от центра сферического зеркала до фазового центра 
облучателя. 

Уравнения, полученные методом волновых фронтов, позволяют не 
только сравнительно просто рассчитать малое зеркало, но и определять 
наиболее рациональное расположение элементов системы, а также влия-| 
ние точности установки элементов системы на ее направленные свойства. 


3. ОСОБЕННОСТИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ СФЕРИЧЕСКОЙ 
ДВУХЗЕРКАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 


При проектировании сферической двухзеркальной системы необхо- 
димо учитывать, что для получения неискаженной диаграммы весьма 
существенна величина экранировки пучка лучей, отраженных большим 
зеркалом, обусловленная малым зеркалом. Расчеты показывают, что от- 
ношение раскрыва малого зеркала к величине действующего раскрыва боль- 
ого зеркала не должно превышать 0,25. Следует учитывать также, что 
раскрыв малого зеркала не должен быть меньше 4—5 Л, так как в против- 
ном случае расчеты методом геометрической оптики становятся некор- 
ректными. 

Кроме того, существенно, чтобы лучи, отраженные малым зеркалом, 
не претерпевали отражения от его противоположного края. Это условие 
всегда соблюдается, если профиль малого зеркала не пересекает фокаль- 
ной кривой. | 


1 


Величина действующего раскрыва Оу в сферической двухзеркальной. 
системе жестко связана с ее геометрическими размерами — положением 
раскрыва малого зеркала Ар, величиной его раскрыва 2А „р, положением 
облучателя. Формулы (15) для расчета профиля малого зеркала, получен- 
ные методом волновых фронтов, позволяют установить зависимость между 
углом ©9, синус которого определяет отношение действующего раскрыва 
к диаметру большого зеркала 0), / 0), и величинами В 


хр и Пур. 
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Действительно, для каждого фиксированного значения Вур по форму- 
пам (15) можно рассчитать зависимость 


9 = (В... 


При расчете следует учитывать, что профиль малого зеркала не дол- 
жен пересекать фокальной кривой, определяемой уравнением (7). Поэтому 
для каждого значения А,’ найдутся такие крайние значения И. па 


| 
| 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 49 К.р/В 


Рис. 8. Кривые зависимости угла 0 от положения В хр раскрыва малого 
зеркала для различных величин раскрывов: 


у 2Нур == 0,0509 2Вур = 0,1 №3 — 2Вур = 0,15 2; 4 —28В 
Я == 2Вур = 52) 18 © 2Нур = 0,25 р 


ур = 918 2; 


которых Ар = у, где у — ордината соответствующей точки на фокаль- 
ной кривой. При этих положениях раскрыва малого зеркала получается 
максимальная для данного раскрыва малого зеркала 2Ё р величина дей- 
ствующего раскрыва 0), большого зеркала. 

На рис. 8 представлены кривые © = } (А,ъ), рассчитанные с учетом 
указанного обстоятельства. Кривые в правой части графика относятся к 
малым зеркалам, расположенным в предфокальной области, кривые в 
левой части графика относятся к малым зерка- 
лам, расположенным в зафокальной области. 
Графики позволяют сделать вывод, что при 
одних и тех же размерах малых зеркал боль- 
шее отношение /)»/1) получается в тех слу- 
чаях, когда малые зеркала расположены в 
зафокальной области. 

Строго говоря, максимально возможный 
действующий раскрыв 0, равный 0,707) 
(0 = 45°), достигается при Вр = 0,707 Ао и 


Рис. 9. Сферическая двухзеркальная система с ма- 
лыми зеркалами: 


1 — зеркало № 1; 2 — зеркало № 2 


2К „р = 0,48). Однако при уменьшении 2В р до 0,18) действующий рас- 
крыв большого зеркала составит 0,7 Л), т. е. практически не изменится. 

При уменьшении размеров малого зеркала до 2Лу, = 0,05 ДР дей- 
ствующий раскрыв большого зеркала падает до 0,575 О, т. е. на 18%. 
Сказанное выше относится к зеркалам, расположенным в зафокальной 


области. 
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На рис. 9 показана сферическая двухзеркальная система с малыми 
зеркалами, рассчитанными соответственно на обеспечение деиствующегс 
раскрыва, равного 0,7 Л (зеркало № 1) и 0,575 Р (зеркало № 2). 

Одновременно при уменьшении размеров малого зеркала оптимально 
значение Ар также снижается. Это обстоятельство особенно важно иметь 
в виду при проектировании больших антенн, так как уменьшение габари- 
тов подвижной части может значительно облегчить и удешевить конструк- 
цию, а уменьшение коэффициента использо 
вания раскрыва А при этом несущественно. 


и | На рис. 10 показана зависимость падения 
Е о коэффициента использования раскрыва АК 
ие от сектора качания 2 а, которая определяет 
0! ай ся изменением размеров раскрыва малого 
8 зеркала с 0,182 до 0,05 р. Из. графика 
$1 видно, что при секторе качания 90” коэффи- 

циент использования раскрыва падает всего 
" на 16%. | 
: При выборе положения излучателя в 


д И И сферической двухзеркальной системе необ- 
ходимо руководствоваться следующим. | 
Рис. 10. Зависимость падения Из физических соображений следует, 
коэффициента использования что в выражении (17) С >> 0. Для малых 
раскрыва от сектора качания зеркал, расположенных в зафокальной 06- 
диаграммы направленности -. 
ласти, К < 0,5. Следовательно, в этом слу- 
чае 4 < С. Для зеркал, расположенных в 
предфокальной области, № > 0,5 и4 > С. Наиболее целесообразно рас- 
полагать излучатель вблизи раскрыва малого зеркала. 
Подводя итоги сказанному, можно рекомендовать такой порядок 
проектирования и расчета сферической двухзеркальной системы. 
1. По кривым рис. 8 выбирают величину малого зеркала, т.е. 2 Ву, 
его положение А.» и определяют соответствующий угол ©, синус кото- 
рого характеризует отношение действующего раскрыва к диаметру сферы, | 


т. е. 


00 т 
511 9 == 9 
2. Задаются положением излучателя 4 вблизи раскрыва малого зеркала. 


3. Определяют величину С: 


О д (18) 


где У; и У, — соответствующие точки на отраженном волновом фронте, 

рассчитываемые по формулам (12). Для зафокальной системы должно 

выполняться условие С`> 4, для предфокальной — условие С < 4. 
4. По формулам (15) рассчитывают профиль малого зеркала. 


А. ВЛИЯНИЕ ТОЧНОСТИ УСТАНОВКИ ОТДЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
СИСТЕМЫ НА ЕЕ НАПРАВЛЕННЫЕ СВОЙСТВА 


При проектировании сферических двухзеркальных антенн больших. 
размеров необходимо знать, с какой допустимой точностью должны быть 
установлены элементы системы, так как регулировка взаимного располо- 
жения элементов в готовой конструкции антенны в ряде случаев может 
оказаться невозможной или крайне сложной. Установление же слишком 
жестких допусков на взаимное расположение элементов системы также. 
может неоправданно усложнить конструкцию антенны. Поэтому крайне 
важно оценить степень влияния точности установки отдельных элемен- 
тов системы на ее направленные свойства. Эту задачу можно решить при 
помощи метода волновых фронтов. Действительно, этот метод позволяет 
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определить форму волнового фронта на выходе антенны при смещении 
излучателя и малого зеркала относительно расчетных положений. 

Расчет волнового фронта ведется так, чтобы установить соответствие 
между точками раскрыва большого зеркала и точками волнового фронта. 
Поэтому не составляет труда вычислить кривую распределения фазовой 
ошибки по раскрыву антенны, по которой затем можно непосредственно 
судить об изменении направленных свойств системы. 


А/К, 
А/А) ля 
роА-. 20000’ ОК 
е й 
. д=Ип/В,)и А=АФИА, 
д = /а/Ю) о и 4 О оц НЫ 9 
[9 [о] 8 
 60005- в000! 
д/В= РИА, 
Во. 00000 
0000! 00005 000! 0000 00005 0007 п. - ВВ, 
А 
Те. МИ пАикео 11 
4/8 6 - , 
И 0'-{/) ‹ 
Рис. 14. Зависимость Д/Во от смещений 8006-00 
| зеркала и излучателя 4/А,= Ё/ф) 
Рис. 12. Зависимость угла отклонения лу- 40004-20’ 
та а и фазовой ошибки Л/Во от смещений 
зеркала и излучателя аа’ 
Рис. 13. Зависимость а и Л/Во от измене- 
ний угла наклона зеркала 
1 ат 
5 70 /5 20 ф 


Рис. 13 


Пуеть излучатель и малое зеркало сместились относительно расчетных 
толожений *. Тогда уравнение фронта волны, падающей из излучателя, 
‚огласно (13), будет иметь вид 


ХЕ РЫ | т) - т, (19) 


де т и п — смещение излучателя по осям т и у соответственно. 
Координаты малого зеркала при произвольном смещении определя- 
отся выражениями 


й 


м = м == а) с05 Фф Е (ум = Ь) т Фф, 
ра —= (а — В, м) за ф -- (Вум — 6) с0$Ф, (20) 
де Н.и и В, — координаты малого зеркала, рассчитанные по формулам 


15); аиб — смещение зеркала соответственно вдоль осей хи у; ф — угол 
ворота зеркала вокруг оси т. 


“: Поскольку нас интересуют относительно небольшие смещения, мы продол- 
‹аесм рассматривать задачу как плоскую. 
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Для определения волнового фронта на выходе антенны удобно рас- 
сматривать работу системы на передачу. Сначала необходимо определить, 
— 


пользуясь выражением (8), промежуточный волновой фронт Ут, отражен- 


ный от смещенного малого зеркала, по падающему фронту Х,. Затем, 


принимая отраженный волновой фронт У: за падающий на большое зер- 
кало, по тому же выражению (8) необходимо определить отраженный вол- 


> 
новой фронт 1.5. Мы не приводим вывод расчетных соотношений, так 
как он довольно громоздок. 


ее 

Искажения волнового фронта У> в общем случае зависят от несколь- 
ких параметров: т, п, а, 6, ф. Для практики интересно оценить влияние 
каждого из этих параметров отдельно. На электронной вычислительной. 
машине были рассчитаны волновые фронты в зависимости от измене- 
ния каждого из параметров. На основе этих расчетов построены приведен. 
ные на рис. 11, 12, 13 кривые зависимости фазовой ошибки А/В от. 
изменения того или иного параметра. 

На рис. 11 показаны зависимости А/В, = ] (а/В,) и А/В, = (7 т/Вь, 
откуда видно, что допуск на точность установки зеркала по оси х дол- 
жен быть примерно в 2 раза жестче, чем на установку излучателя. | 

При изменении параметров 6, п, ф фазовый фронт будет не только ис- 
кажаться, но и отклоняться, что приведет к смещению максимума диаграм- 
мы направленности. 

На рис. 12 приведена зависимость угла отклонения луча а от измене- 
ния пифи, кроме того, здесь же приведена зависимость величины фазо- 
вой ошибки ЛА/Ко, которая в данном случае характеризует искажения 
уже наклонного фазового фронта. Наконец, на рис. 13 приведены анало- 
гичные кривые а иА/Ков зависимости от изменения угла наклона зеркала $. 

Таким образом, по кривым рис. 11, 12, 13 можно для данного размера 
большого зеркала установить допуск на точность установки излучателя и 
малого зеркала в сферической двухзеркальной системе. 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


РАСЧЕТ ПОПУТНОГО ПОТОКА В ДЛИННОЙ ВОЛНОВОДНОЙ 
ЛИНИИ 


Р. Ф. Матвеев 
$ 


Рассчитана средняя мощность попутного потока, возникающего 

в длинной волноводной линии при передаче по ней импульсных сигна- 

лов. Неоднородности линии, приводящие к возникновению попутного 

| потока, подразделяются на сосредоточенные (расположенные прибли- 

зительно на равных расстояниях) и распределенные. И те и другие 

т предполагаются случайными (меняющимися от трубы (волноводной) к 
трубе или от линии к линии). 


При передаче по волноводу волны Но: (основной) она претерпевает 
на неоднородностях линии частичные преобразования в другие типы волн 
`наразитные). Эти паразитные волны частично преобразуются снова в 
основную волну, распространяющуюся в том же направлении, что и перво- 
тачальная волна, несущая сигнал, но сдвинутую по времени относительно 
этой последней. Возникает так называемый попутный поток, искажающий 
полезный сигнал. Как показано в [2, 3], если мощность попутного потока 
мала по сравнению с мощностью сигнала, то можно считать, что попутный 
поток образуется лишь в результате двойного преобразования: основная 
золна >паразитная волна —основная волна. При этом большое значение для 
‘расчета потока имеет величина 49(2) — отношение амплитуды паразитной 
золны, образовавшейся на малой неоднородности волновода на отрезке 
‘2, 2 -- 42) (0сь 2 направлена вдоль оси волновода), к амплитуде основной 
волны в точке 2. Обозначим через а (2, 0) истинный радиус волновода 
‘2, 0 — цилиндрические координаты); а, — среднее значение а (2, 0). 
Эбозначим также 


Ч» (2) —= 1 \ [а (2, 0) — ао] е*° а6, 


| р 
ПЕ фе Тр 0: 
’ Функция 4» (2) разлагается на сумму: 

Ч. (2). = Чо (2) Чье), 


где 4,, (2) — непрерывная функция; 4, (2) — ступенчатая функция. Скачки 
Ч (2) будут находиться, например, в точках 21, 2», ... стыка двух труб 
волновода. Если стыки отсутствуют, то можно положить 4, (2) = 0. Тогда 
величину 44 (2) (для случая, когда паразитная волна есть волна Ир) 
можно представить в виде 


44 (2) = с (р, т) 44, (2) Е с» (р, т) а4„, (3), (1) 


где с, и с›— константы, зависящие только от типов паразитных волн 
(см. [2)]. В дальнейшем для простоты записи мы не будем писать индек- 


сы рит. 
Допустим, что 4, (2) является стационарным случайным гауссовским 


процессом с функцией корреляции, равной 0?В (2) (В (0) = 1. Допустим, 
что скачки 492 (2) в дискретных точках 21, 25,... являются независи- 
мыми одинаково распределенными случайными величинами с дисперсиями, 
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равными 0?. Считаем также, что величины (94, (2) и 44. (У) независимы 
для любых хи у. В дальнейшем, так же, как и в [1], считаем, что сосре- 
доточенные неоднородности расположены на расстоянии Г. -|-- Ме друг от 
друга (7 =1, 2,...). Здесь С, — средняя длина трубы; И — случайные 
независимые величины с равномерным распределением на отрезке (— 9, 6); 
9 /Г,— 14. 

Обозначим через Ё, (2, [) напряженность попутного потока в точке 
волновода, через Ео(=) — амплитуду основной волны, несущей сигнал, 
в этой же точке. Вероятностные характеристики величины Ё„(2,()/Ё (2) 
с учетом преобразования основной волны в паразитные волны только на 
сосредоточенных неоднородностях вычислены в волны [1]. Принимая 
все предположения этой статьи о механизме образования попутного потока 
и о характере идущих по линии сигналов, рассчитаем попутный поток 
с учетом как сосредоточенных, так и распределенных неоднородностеи. 
Предполагаем, что полезный сигнал есть совокупность случайно чередую- 
щихся импульсов прямоугольной формы и пауз одной и той же длитель- 
ности т. Относительная частота появления импульса или паузы в этой 
совокупности равна р или 1—р. Тогда попутный поток Ё„ (2, #), выз- 
ванный бесконечной последовательностью таких чередующихся пауз 
и импульсов, можно представить как сумму (ср. с М, 3]: 


а 


Н, (г, 0) = Е, (9 Ук \ 44 (2) \ Жьч (8 — т — 0—2) х 
К 0 х 
Х е_8-=) с03 [®Ё — фк — Вз (у — 2)] а4 (у) ` (2 


(^-е слагаемое представляет собой попутный поток, вызванный прохож- 
дением по волноводу /-го импульса). 

Здесь В1 = аи — @1; и, а, — коэффициенты затухания по амплитуде па- 
разитной и основной волн; В. = Й, — И; И, №, — фазовые постоянные 
й 1 
Е 
рости паразитной и основной волн; Фф; — начальная фаза А-го импульса; 
величины {Фф;} — суть взаимно независимые случайные величины, рас- 


пределенные равномерно на отрезке (0, 2л); « — несущая частота; 


паразитной и основной волн; 0 = ; 0, #8 — групповые ско- 


О 
Пе. 
0, 1 (И) \О для 26 (0, т); 


=: — взаимно независимые случайные величины, равные каждая еди- 
нице с вероятностью р и нулю с вероятностью 1 — р. В выражении (2) 
К-е слагаемое будет отлично от тождественного нуля (при фиксированных 


я 


© 


5, 0), если только А меняется в таких пределах, чтобы 0 Е А — — — 
21 
9 фо у - 


Аа 
Вводя новый индекс суммирования [ = Е 1 Ки изменяя поря- 
док интегрирования в (2), получим 
18, (ий) ; 
т И о 2 
С (2) ©0$ % Е-Р В (2) зто (3) 
где 
ты т 
® 9 у 
А (2) х з р - [©05 
|= ы \ 4 (ево 95 [фи -- Вь (у— 2)1 44 (2). (4) 
(=) В, у $1 


9 
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Для дальнейшего изложения сделаем допущения: 


о 


’— радиус корреляции случайного процесса 4: (2). 

| Наложим некоторое дополнительное ограничение на процесс 4, (2). Оно 
’ключается, грубо говоря, в том, что случайные величины 41 (2) и (2-2. 
ановятся независимыми при 2,->25 и произвольных 5. Строго говоря, пред- 
иложим, что 41(2) обладает свойством сильного перемешивания [4] 
\'им свойством, в частности, обладают стационарные гауссовские процес- 
", чьи спектральные плотности являются дробно-рациональными функ- 
'ями). Тогда из результатов работы [4] (теорема 1. 1) вытекает, что 
Ли больших 5 величины А (2) и В (2) асимптотически нормальны, а соглас- 
} теореме $ 21 работы [5], их совместное распределение также стремится 
тормальному. Поскольку А (2) и В(2) некоррелированы, то, следовательно, 
Зи больших д их можно считать независимыми. А тогда вероятностные 
трактеристики отношения Ё„(5,1)/Ё о (2) полностью определяются математи- 
1скими ожиданиями величин А(2) и В(2) (которые равны нулю) и их дис- 
1рсиями, которые вычислены ниже 


20 [5 1% 
ово 
ПА = | [ д иО > 
М (А (9 = МВ @Р=ФУ \ \ х 
11 (1—1) (1-1) 
0 6 
ЗА Уз 
| егреичникк с0$ [В» (9/1 — у› — 2, -- 25) | М {44 (т) а4 (т) аа (тз) 49 (х)} 
о (5) 


\пользуя равенство (1) и гауссовость процесса 4, (2), получим 


М {44 (2) 44 (2) 49 (25) 44 (24)} = Целдз) В’" (2, — 25) В" (уз — у) + 
ВЕ с:)* В (21 — 9) В” (2, — у) + (01 В" (21 — ) В" (2, — 9,1 — 
| — (С16.0105)° В” (34 — 3%) о 4х. М {а4> (1) 99> (45)} — 
— (с1с50105)? В”” (у, — 9») у: ау» М {99» (хи) 49» (15)} — 
| — (сс.10. В” (2, — у.) аз, ауь М 499, (25) ад» (у) — 
— (с1с50105)? В’ (т, — у1) 4х, ау, М {а94> (1) 49» (9>)} Е 
-Е (с505)* М {94 (241) 49» (25) 44» (Уз) 94» (у2)}; (6) 


, 2 
В’, (1) ==В (2). 


) фе тветственно. сумма (5) разобъется на шесть сумм, которые обозна- 
м У! (2),..., ХУ, (2) (первые три члена в квадратных скобках равны 
| (2). а далее следуем тому же порядку, что и в выражении (6)). Точный 
учет всех этих сумм весьма сложен и не является необходимым. Вполне 


для К =1,6 (когда здесь и ниже 


таточно вычислить пределы И т 


22—00 


‘шем 2-> со, то имеем в виду, что 2 меняется в пределах, обусловленных 
‘тущениями Г, Ш, У). 


| 


И 
| 
] 
] 
| 
И 
я} 
| 
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Применяя правило Лопиталя (Х, (2) —> со при 2-> со), получим 


у 2/0 =/9 м 1 
Им — — Е. (с161)* 9. | \ Чу, \ Чу \ \ е— Вии —х1— +) Х 
Ин 0 о осо 


Х соз В. (у: — 95 — 2, - 5.) [В" (2. — 2.) В" (у: — У) + 
- В"(1, — 91) В"(х.— 


у) - В" (х, — 2) В" (12. — у:)1 ах, 4а | ==.] 11 Е 1 Н.Л 


Вычислим отдельно три получившихся интеграла 


ж/ 


= ев \ (1—3) 48 \ ели В" (0 В" (5) созВь (5 — 0) 4 


0 =—<о 


со 


В силу допущени» ТУ 


а из | 45 ель" (1) В" (5) соз В, ($— В %, 


оо 


0 
со со 
У = (сло | фегаччно В" В"(В ВБ" ($) соз Вь (Е — 5) 4 аз. 
оо 


В силу допущения `П 


со 


в’ (#) В"(5) соз В» (# — 5) @@ = 


со 
р )* т 
Уз = | 101 )* — 
й 6 

оо 


о со 


5 [Вы [в (1) соз В, ме] ыы Ё -е ВХ (1) зщ В, ие я 
и) 


па = р | (у-в)ае | ее В (0) Ви (9 сов, (22 1—5) 
0 ——х 


Хх 


В силу допущений П и 1У 


ое р сода | В" (0 Вт со Вы р фе 


0 == 2 


= ЗА ры" [5 чп В. (< Кр 1 Е 
о 


Ра Св (5) аз" (зш Вь (5-2 0 4 
0 0 
Переходя в интегралах /Л.: и /.з от В” (1) кВ (0, получаем окончательно 


о = родив 


— | 28 5) 45 |= 11—81 В (#) соз В» ($ — И аё- 
р [В (1) соз В. и [1 — ЗС эт В» ме] ++ 


тыр у () 4 - 68, [в (5) чт В. зв (1) соз В. «и =Р.. (1) 


0 


—»>»„—-—— 
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Тродолжаем вычисления: 


20 (5 


1—1 


< Г.9 
а 


ткуда 


1 


22 


Три 91 (2) = ОМА (2)}? = 


=. _ ПИТ 
кто 
а № (=) 005 4 
59 9 аВл 


У (2), что совпадает с результатом [4]. 


Е 
209 = &Г-ЕУ п; р 
52 19 т ват ХИ *) 
м 


М 


т, 
Ва, 2) сова — 2) ах, 
со 
Р (С1626162)2 Е м и 
- Е) соз В. (Е; 
В.Г, В \ (1) В. 
0 
20 и Е 
Е № в (ии 2Т, Хи; 
я} м}. в 
11 (#1) (1-1) К 
9 8 


— 9) с0$ Вь (у: — 95) Чу», 


ткуда 
2 
Им 2 ) > 
2—0 $ 
Я. (2) = Р (61650155)? 
х В" (у 
зредняя эту сумму по ЦИ 
У 5 
. 223 (2) Р (с162615>)? 0 < 
т 
уЕ— о 
=/9 у Е Г. 5 
\4и \е . У ебАР М; соз Вь (у: — 5) В" (ул — Уь) ду», 
0 0 ЕЙ 


о 
о. — (В15)° 
ое 


5 г 
силу допущения У о верхней границе изменения 2 Л/, — 1 < 1 для 


< 2/[,, поэтому 
</0 ий 


м 3 (2) __ Р (61626162) 0 \ Фу \ 


5 а 2В1Гл о 


го 0 0 


1 


е- 8—1) Б" (уу — Уз) с03 В. (у: — 95) 4у. = 


©) 
2 


р (с16э5152) 


ЧИТ, ЕТ, 


з\ в (#) соз Вь Е, 


28. Г 


20 М 


ГЛ 


(а), == А \ аух 


А (1) 
9 


К 


хз Це (/—х) с08 В» (27. 2 2 1, —У— 2) В” (у — 2) 42. 


__ (1-1 0 
19 


№ 
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к 
Сумма У 1; при любом /, взятая по то4 2л, есть случайная величина 


5 
распределенная равномерно на огрезке (0, 2л). Усредняя эту сумму но 1, 


получаем поэтому 
2) = р (2) = 


Запишем окончательное выражение для искомых дисперсий велич 
А (2) иВ (2) (см. (4)): 

и а Е но о - — ва Ё [в (#) соз В. 41?, (8) 
2 1 1 Я 


2—0 #—>со 


0 
где величина Ё, определяется равенством (7), а 


^^ 
т 3 2 (со ‚в (1) соз В» №. (9) 
0 

Сделаем одно упрощающее предположение, а именно: будем считать, 
что 2 В, < 1 (4 — радиус корреляции процесса 4, (2)). 

Физически — это ограничение снизу на ширину спектра (1 (2), так как 
ширина спектра обратно пропорциональна 2. В таком случае нетрудно 
проверить, что в выражении (7) два последних слагаемых на несколько 
порядков меньше первых и поэтому 


В: | 


0 


Е, м "ГВ, у (6) соз В. и 48 |: Ыб в о и]. 
0 | 


Выражение (8) переписывается теперь следующим образом: 


. М54 (2) Р 
где коэффициент 1: определен выше, а 
= 2 (210 > — Е —В\ в (9 чп В, МИ. (11) 


Выясним физический смысл коэффициента 71. Как нетрудно подечи- 
тать, учитывая предположение о статистической независимости потерь на 


различных стыках, величина (с>0.)? т представляет собой средние потери 


на преобразование в паразитную волну только на стыках. Вычислим поте- 
ри на преобразование на распределенных неоднородностях в волноводе 
ДЛИНЫ 2. Согласно формуле (8) работы [2], отношение амплитуды паразит- 
ной волны в конце линии к амплитуде основной волны выражается инте- 
гралом 


^ 


б1С: 


д (2) е В 4х, 


2. —5ы 


где 41(7) определена формулой (1), а константы с, из (1) и с связаны с0- 
отношением |с.В.| = |с1:|. Таким образом, средние потери на преобразова- 
ние на распределенных неоднородностях равны 
га 
1 | С РМ | а ре тах? = 283 (с151)? 


0 


(2 —2) В (2) соз Вхах. 


Ее ы 


Складывая полученные выражения для потерь на стыках и на распределен: 
ных неоднородностях, относя их к длине линии си переходя к пределу 
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И 2 > оо, получим, что средний погонный коэффициент затухания основ- 
ий волны равен 


(сэ6э)? 


АЯ 2» (с, \ В (В) со ВЫЮЕ = 11. 
0 


метим, что такая же формула несколько другим способом полу- 


та в [6]. 


В [3] получена формула для мощности попутного потока, отнесенной 
мощности сигнала (р»(2)/ро(2)}. В наших обозначениях эта формула выгля- 
г следующим образом: 


12). (2) и. ра 
Ро (=) ас 281 


(12) 


рмула была получена при некоторых допущениях о механизме образова- 
‚я попутного потока: предполагалось, что отношение мощности, образо- 
зшейся на отрезке (2,2 -+ А 2) 
'разитной волны, к мощности 
гнала в точке 2 равно 11А»2. 
В еденный выше расчет показы- 
‚эт, что формулу работы [3] нуж- 
‚ заменить другой: 


Ри» (2) И 
ве) 2 Г 


(13) 


зисутствие добавочного коэффи- 
В 12 обязано прерывистому 
грактеру передаваемых по линии 
‹гналов. 

' Заметим, однако, что расчет 
путного потока по формуле (12) 
ачительно проще, чем по форму- 
| (13), поскольку в последнем 


сучае необходимо знать функцию “А, 
зореляции В (=), ав первом слу- 
'› можно в принципе обойтись Отношение коэффициентов у/у> в зависи- 


мости от › При различных значениях 
ё; нее. Поэтому интересно вы- о/В» при р Ч 


чить, в каких случаях можно к 
'тьзоваться формулой (12), иначе говоря, когда 1:/7 > 1? Из (9) и (11) 
гтучаем (пренебрегая потерями на стыках) 


| 
м 


[2] 
и совы 
т 20 } 
| и | и 


1 — 82| В (1) эт В 24 
9 


] я 822 Н 
Пи В. —> О отношение (14) И — о при любой функции 
у Вл 1 — В225 


2 
/„реляции. Следовательно, формула (12) неверна при радиусах корре- 


| 


1 т 
ции, малых по сравнению с В» (примерно при 2 И Вопрос 
Ю2 7 / 


| < 1т 
оведении отношения (14) при 1 >> В. > 50 требует более деталь- 
+0 исследования. 


9* 
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Мы ограничимся одним конкретным примером. Пусть функция кор 
реляции 


м 


В (=) = (1 Е | те 6608 02. (15 


1 («) == \в (2) с0з® 62 = ые м о | 9 т : (16) 
0 я 


Случайный процесс 4, (2) с такой функцией корреляции, по нашем 
мнению, характеризует неоднородности линии во всяком случае лучше) 


2 

п, 
чем процессы с корреляционными функциями В (2) =е “°’ или 
В (2) = п © 2/© 2, поскольку последние однозначно определяются сво 
ими начальными значениями. 
На рисунке приведены графики отношения 7,/ 7. как функции вели- 
чины ‹о/ В» при различных значениях 4 = В.5‹. Расчет произведен в пред- 
положениях: 1) 4, (2) = 911 (2); т = 2 (см. (1)); таким образом, речь иде 
о попутном потоке, вызванном волной Н).›; 2) диаметр волновода равен 
60 мм; 3) длина распространяющейся волны 8 мм; 4) т=5. 109 сек. 
В этом случае В, = 0,41 см"; В = 0,288.105 сиб; 9 = 45.407“ ве 
и допущения |1— У сводятся к следующим: 3 км < 2 < 50 000 ки 
2‹ < 100 м; Т,/Т. становится меньше единицы при 9 < 0,07. При таки 


2В1т 
= р1 
4 можно считать, что 12 = В? (с101)* - : 


Из рисунка видно, что формула (12) тем ближе к формуле (13), че 
больше длина волны колебаний оси волновода (величина 41. (2), как н 
трудно проверить, характеризует колебания оси). 
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| РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 
А ТЕ РЕ ЕЕ ЕЕ Ча СЕР ЕЕВЕЕЧЕ ЛЕИНИИИВИИИИИИИААИ 
Э5б 1 №7 


ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ ТЕЛЕВИЗИОННЫХ СИСТЕМ 
С РАЗЛИЧНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ РАЗЛОЖЕНИЯ * 


С. Б. Гуревич 


| Выведена формула для удельной и полной чувствительности теле- 
визионных систем и рассмотрена связь чувствительности с количеством 
передаваемой информации. 


Чувствительность передающего устройства вещательной телевизион- 
ой системы с заданным стандартом разложения в литературе принято 
'ценивать величиной, обратной величине освещенности объекта, при кото- 
юй обеспечивается получение на экране приемной трубки изображения 
'цовлетворительного качества [1, 2, 3]. 

„ Это определение чувствительности имеет ограниченный характер, так 
ак позволяет сравнивать между собой только системы с одинаковыми 
'араметрами разложения и одинаковыми требованиями к качеству изобра- 
кения, например вещательные телевизионные системы. Для того же, чтобы 
'меть возможность сравнивать по чувствительности две любые телевизион- 
'ые системы, определение чувствительности должно содержать фактор, ко- 
ичественно характеризующий качество изображения (в случае отсутствия 
'елинейных искажений выражаемый количеством информации об объекте, 
'ередаваемым системой), и фактор, характеризующий величину энергии 
‘злучения, приходящейся на единицу информации об объекте. 

’ Повышая эффективность преобразования лучистой энергии в сигналы 
зображения и сводя к минимуму увеличение уровня шумов при усиле- 
и сигнала, можно повысить чувствительность телевизионной системы. 
Эднако увеличение чувствительности не может производиться без ограни- 
'ений: предельной явится чувствительность, определяемая флуктуациями 
'вантов лучистого потока. 

Качество движущегося изображения в отсутствие искажений, вызван- 
‘ых нелинейным характером преобразований в монохроматических теле- 
изионных устройствах, количественно можно охарактеризовать числом 
лементов изображения /, количеством различимых градаций яркости 
з и числом кадров (числом передаваемых состояний объекта) п. При 
аком представлении качества изображения чувствительность передаю- 
цих устройств выражается функцией 
СС (о ЛАП) (1) 


де = — лучистая энергия одного элемента, необходимая для создания 
дной, отличной от фона, градации на уровне фона = 0. 

Получим соотношение, связывающее чувствительность с во, №, т, п. 
›ассмотрим сперва однократную передачу одного элемента с различением 

нем только одной градации, отличной от нуля энергии излучения. 
нергия излучения, характеризующая данный элемент, может быть об- 
аружена только в том случае, если среднее значение ее в заданное число 
аз (обозначим это число через А) больше своих флуктуаций, т. е. если 

— Аеф. Известно далее [4], что флуктуацию лучистой энергии (для не 
лишком длинноволнового излучения) можно приближенно представить 


* Доложено на научных сессиях, посвященных «Дкю Радко», 19 апреля 1960 г. 
‚ Ленинграде и 19 мая 1960 г. в Москве. 
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в виде 


= И Ле = У А (у) = И ль, 


где Л=? — квадратичная флуктуация лучистой энергии; и — среднее 
число квантов, соответствующее средней энергии &о = иА\, где А— постояв-} 
ная планка, у — частота или, в случае немонохроматического света, 
средняя частота. Для различения одной отличной от нуля градации энер- 
гии излучения при однократной передаче одного элемента необходимо 
принять среднюю энергию 


85 = А8оф = А Ир» И, (3) 
так как 


Ур - в 


Оценим величину энергии &„, обеспечивающую возможность различе- | 
ния 7% градаций, если передачу одной отличной от нуля градации обеспе- 
чивает энергия излучения &, = /? Ау. Передача 1-й градации будет обеспе- 
чена в том случае, если выполняется соотношение | 


в Л | + та У =Ё И (= Е в; 1 )Ам. (4) | 


Точно так же, как в случае одной отличной от нуля градации, раз 
ность между энергиями, обеспечивающими соответственно передачу} 
ги: — 1 градаций, должна в А раз превышать энергию шумов, которая | 
в данном случае составляет геометрическую сумму шумов, сопровождаю- | 
щих энергии излучения &; и 8; 1. Выражение, аналогичное (4), приведено 
в работе [5]. ` | 

Можно показать, что с учетом (3) условие (4) для любого 1 будет вы- 
полнено в том случае, если 


р : >) 

&; — ся (1 —- 1) А?Им, (ла) 

и, следовательно, для передачи т градаций потребуется энергия т» 

превышающая энергию, потребную для передачи одной градации, в [ == 
т 


= 5 (т 1) раз, т. е. 


8т = 80 —5- (т 1) = 5 (т-- ААУ. (5) 


Нетрудно видеть, что число различимых градаций энергии т больше 
числа, характеризующего отношение величины энергии &„, обеспечива- 
ющей передачу т градаций, к величине, в А раз превышающей энергию 
шумов, т. е. величины \ф»„/К ({ф — отношение сигнал/шум). Действи- 
тельно, 


2 ф Е о (т Е 1) = А = —— 
пре т, й “т _ О ‚ у. т 
т НИ НУ о =уУ 5+0 <т 


если т _> 1. Это неравенство является следствием того обстоятельства, 
что при наличии указанной выше зависимости флуктуаций от величины 
сигнала «ступени» градаций уменьшаются при уменьшении величины 
энергии. 

Очевидно, что при необходимости различить т градаций в М элемен- 


тах при передаче п состояний объекта требуемая энергия должна быть не 
меньше, чем 
т 


(т, Мп) = а. (т 1) Ап/?йУ. (6) 
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Учитывая, что индикатор излучения принимает только часть энергии, 


излучаемой объектом (в случае изотропного излучения а = В 


ИВ" 
т Вт 
‘де Р — диаметр зрачка объектива, проектирующего изображение объек- 
''а на чувствительную поверхность; В — угол, под которым виден объект 
113 плоскости объектива; 7 — коэффициент поглощения излучения в объек- 
(`иве), получим значение для минимальной лучистой энергии, излучае- 
пой объектом и требуемой для различения т градаций в М элементах при 
1: повторениях в идеальном случае, когда в дальнейшем передающее 
‘тстройство не ухудшает различимость градаций в этих элементах: 


806(т, Мп) == А2АУ = (т +1) Мп. (7) 
В действительности передающие устройства не являются идеальными, 
1 для сохранения того же количества информации об объекте потребуется 
‘увеличить количество энергии, поступающей на вход устройства. Иначе 
говоря, для неидеальной системы сохранение необходимого выходного 
В опения сигнал/шум потребует увеличения отношения сигнал/шум на 
зходе. Введем фактор 


< вых 
= (9) 
| 

Где вых — отношение сигнал/шум на выходе передающего устройства, 
при котором обеспечивается передача Л элементов, 2 градаций и п сос- 
тояний объекта и которое было бы достаточным на входе устройства, если 
бы система была идеальной (вых = \ьхид). Таким образом, ‘рвых = 


ЕЕ об (т мо! У =обт ^ )йУ, вто время как входное отношение сигнал/шум 
т, Мп). ›М, 
фьх = 2/ И =йм, где = — энергия, которую требуется подать на вход неиде- 


альной системы, характеризуемой коэффициентом & = Ге (т, М, п)/8. Эта 
энергия определяется теперь выражением 


Е акр т 
и С (9) 
а чувствительность 
1 2 1 
И Е 6% 


от 
№5 (т -Е 1) 


Обозначим через © величину 

2 

| ^ в АЯ 
и назовем ее удельной чувствительностью. Удельная чувствительность 
представляет собой величину, обратную энергии, которую должен был 
бы излучать один элемент объекта для того, чтобы в реальной системе с 
& — чрьых/фьх различить на выходе одну отличную от нуля градацию лу- 


чистой энергии. 
Величина С через в выражается соотношением 


пис Е а (1) 
= (т 1) №" 


(10) 


Выражение (9), полученное для характеристики предельной чувстви- 
тельности передающих телевизионных систем, позволяет связать энергию, 
переносимую от объекта на вход передающего устройства, с количеством 
передаваемой информации об объекте. 
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Известно [6], что если в передаваемом элементе возможно т --1 раз- 


личных состояний (например, т отличных от нуля градаций лучистой | 


энергии и энергия, равная нулю), а таких элементов Мп, то число возмож» 
ных сообщений равно (т -- 1)№" и количество информации, содержащейся 
в таком числе возможных сообщений, выражается 


= ИМИптюв. (т 1): (12). 
При числе элементов и состояний объекта, равных единице, а также при 


возможности передачи лишь одного значения яркости, отличного от нуле- 
вой (т =1), / также равно единице. 


Сравнивая выражения (9) и (12), мы видим, что как требуемая энергия | 
излучения, так и передаваемое количество информации линейно зависит | 


от числа элементов и числа передаваемых состояний объекта. Зависимость 


же от числа различных градаций существенно различна: требуемая энер-_ 
гия излучения увеличивается быстрее, чем увеличивается число градаций | 


[= = (т -Е 1)], тогда как количество сведений увеличивается медлен- 
нее роста градаций (/ — 10%>(т Е 1)]. 
Энергия излучения от объекта, приходящаяся на единицу информации, 
выражается отношением 
= _ аку т(т 1) И к 1 т, (т -Е 1) (13) 
Й 2 2 1005 (т -Е 1) в 1092(т-- 1) ^ 
При т > 1 


ваз 


т (13а) 


Нетрудно видеть, что при т = 1 величина, обратная &/Л, равна # 
и, следовательно, удельную чувствительность можно определить как 
величину, обратно пропорциональную энергии, приходящейся на еди- 
ницу информации. 


Из выражений (9), (12) и (13) следует, что с точки зрения увеличения‘ 


количества информации об объекте энергетически выгоднее увеличивать 
число элементов, чем число различных градаций. 

Следует, однако, оговориться, что этот вывод относится к количеству 
сведений об объекте безотносительно к свойствам приемника информации. 
Так, например, при передаче изображения увеличение числа элементов 
сверх (4—8).10? продолжает повышать количество информации об объекте 
пропорционально числу элементов, однако эти дополнительные элементы 
при визуальном наблюдении теряются. Если при этом число различимых 
градаций мало (например т< 10), то дальнейшее его повышение будет 
восприниматься глазом как более значительное увеличение количества 
сведений об объекте, чем повышение числа элементов, и таким образом 
количественно одинаковое увеличение информации об объекте окажется 
неравноценным. 

В качестве другого примера ограничений, вносимых уже не приемником 
а источником сообщения, может служить пример передачи распределения 
интенсивности спектральнойлинии. Увеличениечисла элементов сверх неко- 
торого заданного числа (например М = 20—30) может не дать необходимых 
дополнительных сведений вследствие ограниченности разрешающей силы 
оптического прибора, от которого спектральная линия проектируется на 
вход передающего устройства. Увеличение же числа различных градаций 
яркости приводит в данном случае к увеличению точности измерения 
интенсивности линии на отмеченной длине волны и, следовательно, пред- 
ставляет ценность. 

В том случае, когда отсутствуют ограничения при передаче информа- 
ции об объекте или процессе и любое сведение имеет одинаковую ценность, 
справедливы замечания о преимуществе (с точки зрения оптимального 
использования энергии) увеличения числа элементов по сравнению с 
увеличением числа различимых градаций. 
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При передаче цветного изображения передается больше сведений, чем 
ри передаче черно-белого изображения с тем же количеством элементов. 
отя цвет, так же как яркость, является характеристикой состояния 
темента объекта, увеличение количества информации при передаче цвет- 
эго изображения не соответствует увеличению количества информации 
ри увеличении градаций яркости в черно-белом телевидении. Для полу- 
ния цветного изображения от каждого элемента необходимо получить 
общение о нескольких значениях яркости, соответствующих различному 
тектральному составу излучения, исходящего от элемента, что соответ- 
`вует увеличению числа элементов, передаваемого за один кадр. Соответ- 
‘венно в выражениях (9) и (12) должен быть введен еще множитель х 
‘аще всего для цветного телевидения равный 2—3 [7]). 

° Из анализа (9) и (12) с включением множителя \ можно заключить, что 
зедение информации о цвете энергетически выгодно. Оно увеличивает 
оличество сведений об объекте в у раз и во столько же раз увеличивает 
›ебуемую энергию излучения. При увеличении числа градаций в у раз, 


То0ъ5ут 


ак мы уже видели, количество сведений увеличилось бы лищь в раз, 


10957" 
№ 
гда как требуемая энергия излучения увеличивается в -, (у - 1) раз. 


месте с тем, как уже отмечалось, увеличение числа элементов, при су- 
ествующем в вещательном телевидении числе элементов порядка 6.105, 
у раз очень мало добавляло бы новых сведений об объекте, тогда как 
зеличение в У раз количества сведений, образуемое в цветном телеви- 
унии, представляет значительную ценность при визуальном наблюдении. 
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РАДИОТЕХИИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


К ТЕОРИИ ПЛОСКОЭЛЕКТРОДНОГО ТРИОДА С НУЛЕВЫМ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫМ ЗАРЯДОМ В ЗАЗОРЕ СЕТКА— АНОД 


Е. Н. Петров 


| 
Для случая пренебрежимо малого пространственного заряда в за- й | 
зоре сетка — анод плоскоэлектродного триода указан простой прибли- й 
женный метод расчета катодного тока. | 
Показано, что такой метод для случая нулевых начальных скоро- 
стей эмиттируемых электронов дает практически ту же точность расчета 
тока пространственного заряда, что и распространенный метод расчета, 


| | 
сетки триода. | 


когда анод прикатодного эквивалентного диода расположен в плоскости 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ О РАСЧЕТЕ КАТОДНОГО ТОКА р 


В ПЛОСКОЭЛЕКТРОДНОМ ТРИОДЕ | 


В основе методики расчета катодного тока электронных ламн с сетками 
лежит идея сводимости многосеточной лампы к эквивалентному диоду. 

Катодный ток эквивалентного плоскоэлектродного диода определя- 
ется [4] по заданной геометрии его электродов (величине К, — активной й 
поверхности катода и зазору Хькв между катодом и анодом), температуре 
катода Г, эмиссии катода /5 и напряжению на электродах (Инь — по-| 
тенциал анода). Если принять величины /‚„, Т, Г[5 общими для лампый 
с сетками и эквивалентного диода, то задача расчета катодного тока трио- || 
да сведется к определению величин Хьнви Оънв . В работе В. С. Лукопе! 
кова [2], а также в ряде других работ, например [4, 5], триод представлев 
в виде двух последовательно включенных диодов и показано, что «горячее» 
прикатодное поле плоскоэлектродного триода с идеальной сеткой совпа-| 
дает с «горячим» прикатодным полем плоскоэлектродного диода, имеюще-| 
го зазор Хх между катодом и анодом, равный зазору Ххс между катодом! 
и сеткой триода, и потенциал Их анода: 


И т 7270104 
а Я (1) 
Аир ж О’? ] 
где Их — потенциал сетки триода; И. — потенциал анода триода; | 


В, 2’ — прямая и обратная проницаемости поля с анода триода на катод! 
и © катода на анод соответственно; 


Ри ЕТ гор. 
т т 
1 хол 
мы Е 1 гор 
мы 
П хол 


Етгор› Ётхол — напряженности соответственно «горячего» и «холодноге»! 
полей триода на поверхности сетки со стороны катода; Ёт гор» ИП хол = 000 
пряженности соответственно «горячего» и «холодного» полей триода на’ 
поверхности сетки со стороны анода. | 

Величины Оси 0. обычно заданы, проницаемости ) и’ сетки триода | 
можно расчитать по заданной геометрии триода, пользуясь известными | 


формулами. Таким образом, задача катодного тока триода сводится к 
определению «горячих» параметров хи и х>. 


К теории плоскоэлектродного триода ИИ 


Л. В. Шубин воспользовался тем обстоятельством, что в большинстве 
трактически важных случаев можно пренебречь пространственным за- 
ядом в зазоре сетка — анод триода (хз = 1). Тогда формула (1) упро- 
цаетея: 

И 
м (2) 
д И ох)’ Е 


— 


Хоэффициент х, можно определить с учетом максвелловского распределе- 
тия начальных скоростей электронов по таблицам [3]. При этом оказы- 
зается, что значение величины Ох находится но формуле (2) при помощи 
иетода последовательных приближений. 


2. ПОСТРОЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОГО ДИОДА 


Исходя из общей формулы (1) и используя условие х, = 1, можно 
тостроить эквивалентный диод так, чтобы задача расчета катодного тока 
гриода упростилась. 

Сопоставим с нашим триодом некоторый эквивалентный диод, анод 
хоторого расположен в произвольной плоскости, параллельной плоскости 
етки триода. Зная величину Ёгр, определим потенциал (С.нь анода 
эквивалентного диода из соотношения 


Оэвь = Ил == Ел гор е. (3) 


где Ох — действующий потенциал (2) сетки триода; Хс„ — расстояние от 
эетки до анода эквивалентного диода. Таким образом, при Хх > 0 рас- 
пределение потенциала у сетки со стороны катода экстраполируется в 
пространство сетка — анод. Очевидно, 


о хе »). (4) 


с 


' Экстраполяцию потенциала — выбор Х.„. — произведем так, чтобы 
7 экв не было функцией горячего параметра х.. В общем случае величина 
Х ‹. оказывается тогда функцией х1. Однако можно указать такое значе- 
ние (.кв, при котором Хс„ не является функцией ху. 

’ Именно, пусть 


при 
О окв =“. 
97] 
Тогда соотношение (4) даст 
ОХ ы- 
Хех = Хктрр: (5) 


’Таким образом, диод, эквивалентный заданному триоду, имеет вели- 
тину зазора между катодом и анодом 
Ор’ 


Хонв = Хю-рЕр (6) 

1 величину потенциала анода 
РИ: Е 
Е и — (7) 


Между прочим, линейная экстраполяция распределения потенциала 
‹олодного поля пространства катод — сетка до плоскости Х.„ь приводит 
‹ тому же значению Изн» (7), т.е. уравнение 


й ) р 
к хол Е т Ао зе И гор = торс 


кс 


тли 


Ох хол (1 г х=) — Од гор (1 ет _ х! ) 
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является неопределенным относительно т при 


-. х 79%. 
сх == Х ке ПИВА 


Таким образом, для важного частного случая, когда допустимо пре. 
небречь пространственным зарядом в зазоре сетка-—-анод триода, можно | 
определить ток пространственного заряда (а следовательно, и параметры) 
триода простым путем, минуя промежуточное определение табличного | 


коэффициента Х 1. 


3. ОЦЕНКА ОТНОСИТЕЛЬНОЙ ПОГРЕШНОСТИ МЕТОДОВ 1] 
РАСЧЕТА ТОКА ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЗАРЯДА В ТРИОДЕ й 


Простая оценка относительной погрешности различных методов рас- 
чета катодного тока триода может быть дана для случая нулевых начальных. 
скоростей электронов. В этом случае х.= 4/3 и соответственно 


И. - | 
на й а. (8) 
д т. й 
Р-Р 
э 
3/. 
—в о Е 9} | 
ЕЕ от = к. ( ) 
Х ус | 
0 02 04 06 08 10 0’ Соотношение (9) — известный за- 
б И" кон Чайльда. 
тносительные значения тока : = 
венного заряда в триоде, вычисленные дву- Применим мы закон к энвь 
мя различными методами валентному диоду: 
8) 
° - экв 
Токь — 2,33 АО Е (10) 


ЭВ 


Корректность одного метода сводимости относительно другого можно 
оценить при помощи соотношения 


3/> 72 

кв м. Раис 
А 

Гл Е 


или. используя формулы (2), (6), (7), 


а 
Эва \ 3 р) 
Г (1 = + } 
А+р 

Из рисунка следует, что для подавляющего большинства современных 
триодов (В >0,01; 01< 0,5) расхождение результатов расчета токов обоими 
методами не превышает нескольких процентов. 

В случае максвелловского распределения начальных скоростей элек- 
тронов х == 4/3, и формула (2) существенно усложняется, что затрудняет 
оценку относительной погрешности методов расчета в общем виде. 

На практике различие в величинах токов /д и Г.нь обычно не обнару- 
живается. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАБОТЫ УМНОЖИТЕЛЯ ЧАСТОТЫ, 
ИСПОЛЬЗУЮЩЕГО НЕЛИНЕЙНУЮ ЕМКОСТЬ р—ип-ПЕРЕХОДА 


В. Б. Брагинский, В. А. Дианова, Е. Р. Мустель 


| Изложены результаты исследования умножителя частоты диапазона 

‘’ СВЧ на нелинейной емкости р — п-перехода с болышим коэффициентом 
умножения. Изучались зависимости выходной мощности от номера гар- 
моники, постоянной времени р — п-перехода диода, входной мощности 
и постоянного смещения на диоде. Исследована амплитудная и фазовая 
стабильности умножителя. 


В качестве нелинейного элемента умножителя частоты могут быть 
использованы как нелинейные активные элементы, так и нелинейные реак- 
тивные элементы, нашедшие в последнее время широкое применение в диа- 
пазоне СВЧ. 

Если нелинейный реактивный элемент и связанные с ним нелинейные 
цепи не обладают потерями, задающий генератор согласован только на 
‘частоте ], а нагрузка — на частоте п], то принципиально возможно 
100-процентное преобразование мощности Р; на частоте ] в мощность 
Р„; на частоте п] [1]. В то же время потери преобразования Р„,//Р; частот- 
ного умножителя на нелинейном положительном сопротивлении в наилуч- 
лем случае не могут быть меньше 1/7? [2, 3]. 

Ряд появившихся в последние годы работ [4, 5, 6] посвящен исследова- 
нию частотных умножителей с нелинейной емкостью р — л-перехода в ка- 
честве нелинейного реактивного элемента. 

Расчет умножителя с учетом реальной характеристики диода при нали- 
чии большого сигнала представляет значительные трудности и может быть 
проведен лишь численным методом для конкретных случаев. 

Сравнение эффективности преобразования частоты на нелинейном 
сопротивлении (Л№А-диод) и на нелинейной емкости (Л\С-диод) для 
широкополосной схемы и идеальной характеристики диодов, проведен- 
ное в работе [5], показало, что с ростом номера гармоники потери преоб- 
разования умножителя с Л’С-диодом увеличиваются значительно меньше, 
чем с Л’А- диодом. 

Резонансная двухконтурная система рассмотрена в работе [6] для 
случая малого сигнала. Расчет в этом приближении показывает, что при 
небольших п умножители, использующие нелинейную емкость, более 
эффективны, чем умножители на нелинейном сопротивлении. При боль- 
ших номерах ий эффективность умножителей первого типа оказывается 
меньше эффективности умножителей второго типа. 

На рис. 1 наряду с теоретическими предельными значениями коэф- 
фициента преобразования мощности, которые могут быть получены с 
ЛМ В-диодом и М№С-диодом в резонансной системе, приведены расчетные дан- 
ные из работы [6]. Значение номера п, при котором эффективности умно- 
жителей сравниваются (точка А на рис. 1), зависит от добротности нелиней- 
ного элемента и от степени нелинейности характеристики. 

В нашей работе описаны экспериментальные результаты исследования 
умножителя частоты с большим коэффициентом умножения (до п = 50). 
Принципиальная схема умножителя дана на рис. 2. Умножитель пред- 
отавляет собой сочетание коаксиальной линии 70 ом и стандартного коак- 


сиально-волноводного перехода. В разрыве перехода расположен диод 
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1, емкость р — п-перехода которого использована как нелинейны 
элемент. 

На вход умножителя через постоянный аттенюатор (10—12 06) подается 
переменное напряжение от генератора, частота которого может изменяться 
в пределах от 184 до 600 Мгц. Максимальная мощность, отдаваемая Е. | 

| 


——— 
ри 


ратором на согласованную нагрузку, 
7, 06 не превышает 3,5 вт. 


И 
И 
р 


| Коаксиальный поршень 2 вместе | 
0 ооо о---- 


со средней емкостью нелинейного эле- | 
мента образует контур, настраивае- | 
мый на частоту входного сигнала. 
Поршень 2 изолирован по постоян- 
ной составляющей от внешней трубы. 
коаксиала, что необходимо для пода- 

: 


чи постоянного смещения на диод. — 


Рис. 1. Потери преобразования для: 


а — идеального №В-диода (кружки); б — идеаль-. 
ного М№МС-диода (квадраты); в — нелинейной ре- 
активности из работы [6] (треугольники) 


Выходной контур создается другим коаксиальным поршнем и двумя, 
четвертьволновыми стаканами 4, не пропускающими умноженный сигнал 
во входную цепь. Выходной контур через диафрагму связан с объемным 
проходным прямоугольным резонатором, назначение которого отфильтро- 
вать гармонику с определенным номером п. 

Добротность резонатора — 200, что дает ослабление соседних гармоник 
по сравнению с выделенной гармоникой не менее чем на 20 06. Без фильт- 
рующего элемента соседние гармони- 
ки меньше выбранной в 5 раз. 

С выхода резонатора сигнал мож- 
но подать на спектроанализатор, спе- 
циально проградуированный по мощ- 7 
ности, или на стандартный измери- 
тель мощности. 


К индикатору 


й 
ПРАГЕ 


Рис. 2. Принципиальная схема конст- 
рукции умножителя: 
1 — нелинейная емкость; 2, 3 — коаксиальные 


поршни; 4 — четвертьволновые стаканы; 5 — ре- 4 р 6509 
зонатор-фильтр умножителя 


На рис. 3 показана зависимость выходной мощности умножителя 
от номера гармоники при изменении частоты входного сигнала (от 484 
до 600 Мгц), неизменной частоте выходного сигнала (—9000 Мгц) и неизмен- 
ной входной мощности на входе умножителя. Необходимо отметить, что 
мощность, поступавитая на диод, менялась при изменении номера гармоники. 
Однако это обстоятельство не должно существенно изменить зависи- 
мость, поскольку измерения проводились при входной мощности, доста- 
точной для насыщения (о насыщении см. ниже). 

По оси ординат на рис. 3 отложено отношение в децибелах выходной. 
мощности на п-Й гармонике к выходной мощности на 49-й гармонике. 
Как видно из кривой, имеет место медленное спадание выходной мощности 
с номером гармоники (примерно 0,3 06 на гармонику). 

На рис. 4 представлена зависимость выходной мощности Ри; от мощно- 
сти Р,;, подаваемой на умножитель (п = 36). Как видно из графика, при 
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?; — 100—150 мвт наступает насыщение Р„;, аналогичное наблюдавшемуся 
1 работе [4] при более низких коэффициентах умножения. Насыщение 
'вязано с появлением активного сопротивления, шунтирующего емкость, 
фото возникает в том случае, когда амплитуда входного напряже- 
тия больше постоянного смещения, или когда удвоенная амплитуда 


а, 96 
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Рис. 3. Зависимость выходной мощности умножителя от 
номера гармоники 


‘ходного напряжения больше напряжения обратного пробоя... Вы- 
'юдная мощность имеет ярко выраженный оптимум при изменении’ по- 
тоянного смещения, запирающего р—п-переход диода (рис. 5). При уве- 
личении входной мощно- 
| 0/06; 0=0 "бт сти оптимум смещается в 
в область больших отрица- 
| тельных смещений. 

Для исследования фа- 
зовой стабильности была 
собрана установка, состоя- 
щая из двух идентичных 
умножителей, двух одно- 
направленных вентилей и 
измерительной линии. На 
вход умножителей сигнал 
поступал от общего’ тене- 
ратора, и таким образом 
исключалась его неста- 
бильность. 


Рис. 4. Зависимость выходной 
мощности от мощности, ' пода- 
ваемой на вход умножителя 
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При помощи проходной детекторной головки одновременно произво- 
лась проверка амплитудной стабильности одного из умножителеи. 
зонда измерительной линии суммарный сигнал от двух умножителеи по- 
:вался на детектор. За 9 час непрерывной работы (после полуторачасово- 
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го прогрева установки) амплитуда изменилась на 19 %. Изменение сдвига} 
фаз между умножителями за тот же промежуток времени не превы4 
сило 60°. | 

Для исследования возможности модуляции выходного сигнала на диод 
нодавалось вместе с постоянным смещением дополнительное переменное 
напряжение частоты 10 Мгц. На спектроанализаторе наблюдалось рас- 
щепление линии излучения на несколь- 
ко составляющих, отстоящих друг. от 
друга на 10 Мги. 


р, @ 


в 0 поза 
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Рис. 5. Зависимость выходной мощности от Рис. 6. Зависимость выходной мощь 


постоянного смещения на диод, Р„; < РА: ности от постоянной времени р = 
’ п-перехода 


При достаточной глубине модуляции и соответствующем постоянном 
смещении возможно перераспределение энергии между центральной ли- 
нией и боковыми составляющими. Используя фильтрующий резонатор 
достаточной добротности, можно выделить одну из составляющих спектра. 

На рис. 6 представлена зависимость выходной мощности (п = 36) 
от постоянной времени р — п-перехода диода при примерно одинаковом | 
напряжении обратного пробоя (одинаковая мощность насыщения). Как 
видно из рис. 6, имеет место резко выраженная зависимость коэффициента | 
преобразования по мощности от т -= В.С. | 

Наибольшая наблюдавшаяся выходная мощность составляла 2,5 | 
мвт (п = 36, т = (В.С)о в, = 0,36.10-1? сек) при входной мощности | 
порядка 250 мет. ф 

Необходимо отметить, что входная мощность измерялась при замене | 
умножителя измерителем мощности с согласованным входом. Наиболь- 
шую мощность умножитель отдавал при ксв порядка 3,0. Это связано © 
недостатком конструкции умножителя, которая не позволяет изменять рас- | 
стояние между местом подключения входного кабеля и диодом. 

Таким образом, при настройке входного контура в резонанс с частотой 
задающего генератора нет согласования с последним, и потребляемая 
мощность не превышает 250 мет. Это означает, что потери преобразования 
составляют не более 20 06, что на 11 06 лучше минимальных потерь пре- 
образования, которые возникают при использовании активного нелиней- 
ного элемента с идеальной фильтрующей системой на том же номере гар- 
моники. Полученный коэффициент преобразования по мощности и величина | 
выходной мощности несколько выше величин, полученных в двухкас- 
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Вдном умножителе (]„х= 218 Мгц, вых= 8720 Мгц, коэффициент преоб- 
азования 27 06, выходная мощность 2 мет, п = 8.5 = 40) [7]. 

’ Умножители подобного типа могут с успехом применяться в измери- 
зльной технике, а также в качестве высокостабильных гетеродинов. 
' Для получения мощности порядка 1 мет необходимо использование 


" умножителях диодов постоянной времени р — п-перехода не хуже 
10"? сек. 


” В заключение авторы считают своим приятным долгом выразить благо- 
‘арность за помощь в работе В. А. Красилову и В. М. Вальд-Перлову. 
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ГИРОМАГНИТНЫЕ ЭФФЕКТЫ НУТАЦИОННОГО 
ТИПА В ФЕРРИЛАХ * 


Л. К. Михайловский, В. П. Макарищев, Б. П. Поллак, | 
В. А. Фабриков 


Экспериментально наблюдалось возникновение собственных сину- 
соидальных колебаний намагниченности в намагниченном ферритовом об- 
разце, помещенном в резонансный контур промежуточной частоты 
(30 Мгц) и подверженном воздействию СВЧ-поля поперечной поляри- 
зации, когда мощность этого поля превышала критическое значение Рур 
(порядка 1—3 вт). Обнаружено существование нелинейной области 
на кривых зависимости мощности сигнала промежуточной частоты 
от мощности гетеродина Р‚, в схеме смешения при значениях Р‚, близких 


к Рьр- Экспериментальные результаты находятся в соответствии с по- 


лученными ранее выводами из теории нелинейных гиромагнитных эффек- 
тов, связанных с нутационными колебаниями намагниченности в фер- 
ритах. 


1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 


В ряде работ [1, 2, 3, 4] исследован теоретически и экспериментально | 
эффект смешения в намагниченном ферритовом образце двух СВЧ-сигна- 
лов малой мощности. Установлено, что мощность возникающих в про-| 
цессе смешения колебаний намагниченности разностной частоты пропор- 
циональна мощности каждого из взаимодействующих СВЧ-сигналов. 

Если через Ри, Рс и Р, обозначить соответственно мощность колеба-| 
ний промежуточной (разностной) частоты, мощность сигнала и мощность ® 
гетеродина, то при малых значениях Р. и Р‚ между этими величинами 
существует соотношение 


РАВ, (1) 


где коэффициент пропорциональности А для исследованных схем с поли:| 
кристаллическими ферритовыми образцами составляет величину порядка! 
103—104 1/вт, что соответствует при гетеродине на клистроне коэффи-! 
циенту преобразования порядка —50 06. 

Соотношение (1) выведено впервые в работе [1] в приближении, не учи-| 
тывающем обратное воздействие контура промежуточной частоты на 0б- 
разец. Позже было показано в [5], что в условиях, когда мощность гете-! 
родина Р‚ приближается к некоторому критическому значению Рирзр 
пренебрегать полем реакции в расчетах нельзя. Наличие обратной связий 


резонанса ДИ и для монокристаллических образцов иттриевого феррита! 
в соответствии с расчетом может быть достаточно малым (сотни, десяткий 
и даже единицы милливатт). 

Если мощность гетеродина не превышает Рьр, но близка к нему, т. е.1й 


Р» >> (Рьр — Р;) > 0, 


* Работа доложена на сессии Всесоюзного научно-технического общества ради 
техники и электросвязи им. А. С. Попова 18 У 1960 г. 
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?0 схема может работать как регенерированный усилитель электромаг- 
`итных колебаний, возбуждаемых в контуре внешним источником. Этим 
‚сточником, в частности, может служить воздействующий на образец 
игнал СВЧ, частота которого сдвинута по отношению к частоте гетеро- 
ина на соответствующую величину [6]. 

Усиление обусловлено тем, что в результате взаимодействия сигналов 

`азличных частот (промежуточной и СВЧ), происходящего на ферритовом 
К 'бразце через прецессирующие магнитные моменты, в контур промежуточ- 
ой частоты вносится отрицательное сопротивление [7]. Зависимость 


ч 52 


И 


Рис. 1. Осциллограмма сигнала изменения Хх" ферритового образца при 

воздействии СВЧ-поля и синусоидальной модуляции намагничивающего 
м | поля Но вокруг резонансного значения Нрез; Хх. проходит от положитель- 
В | ных значений (левая часть рисунка) через нуль при Но = Н рез К ОТрица- 
тельным значениям с уменьшением поля Но. Взято из работы [7] 


” 


‚инимой части комплексной восприимчивости уп = ул — Ио, описываю- 
цей потери на промежуточной частоте ]., от величины постоянного на- 
тпагничивающего поля Н, иллюстрируется осциллограммой рис. 1, взятой 
ибз работы [7]. При Ну, превышающем величину поля ферромагнитного 
(эзонанса Нрез, Х„ положительна, что соответствует поглощению средой 


ощности сигнала промежуточной частоты. Однако, когда Ну становится 
еньше Нуез, Х’” принимает отрицательный знак, что соответствует уси- 
1 п 


‘изнию средой мощности сигнала промежуточной частоты. Осциллограмма 
'тималась на монокристаллическом образце иттриевого феррита при 
"зпстоте |, = 8 Мгц и мощности сигнала СВЧ 5 мвт с помощью обычной 
‘зтодинной схемы (ИМИ-2), используемой при наблюдениях ядерного 
'иэзонанса. 
С приближением мощности гетеродина к критическому значению ко- 
„Чэфициент преобразования мощности слабого сигнала Ри/Ро в схеме сме- 
‚шения должен неограниченно возрастать. Соотношение (1) при этом сле- 
'7ет обобщить, записывая в виде 


АА 


ой 7 (2) 
(4—5) 
Рнр 

но справедливо только для значений Р; < Р,р. При Р,; = Рьр правая 
сть соотношения (2) обращается в бесконечность, что соответствует 
)зникновению в системе собственных синусоидальных колебаний, уста- 
эвившаяся амплитуда которых может быть рассчитана в линейном при- 
пижжении относительно величины (Р, — Рьр)/Рьр > 0. 

| Повышение коэффициента преобразования ферритового смесителя СВЧ 
‘леет большое практическое значение. Предполагаемый низкий уровень 


еЫ 
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собственных шумов ферритовых устройств делает перспективным их 
использование в схемах смешения и предварительного усиления по про-| 
межуточной частоте. Однако эффективное использование ферритовых 
смесителей на СВЧ возможно лишь в том случае, когда их коэффициент 
преобразования будет не хуже, чем у кристаллических смесителей 


(—(6—8) 00). 


| 
м ь 


| 
Н 


Рис. 2. Теоретическая зависимость мощности | 
промежуточной частоты Ру от мощности гете-| 


родина Р, при постоянной мощности сигна- 
р ь ] 

ла Р.: | 

Т — участок линейного смешения, соответствующего 


| 

| 

| 

| 

| 

| формуле (1); ТГ — участок смешения с последующим| 
| усилением промежуточной частоты тем же феррито- 
| 

| 

| 
р 


вым образцом (формула (2)) 


кр р . 

Нелинейные гиромагнитные свойства ферритов, обеспечивающие уси: | 
ление электромагнитных колебаний промежуточной частоты и обуслов- 
ливающие возможность повышения коэффициента преобразования фер-› 
ритовых смесителей, связаны с возникновением в образце собственных! 
нутационных колебаний намагниченности *. Экспериментальному иссле-| 
дованию этих явлений, теоретически предсказанных в работах [5, 6] 
посвящена настоящая статья. Целью исследования было обнаружение! 
нелинейного участка зависимости Ри от Р, в схеме смешения двух сигна-! 
лов СВЧ (рис. 2) и возникновения в ферритовом образце, помещенном 
в резонансный контур промежуточной частоты, собственных синусоидаль- 
ных колебаний намагниченности под воздействием СВЧ-мощности гете- 
родина. 

Эксперименты проводились в диапазоне волн 3 см, промежуточная 
частота равнялась 30 Мги. 


2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ 


Исследования проводились на установке, упрощенная блок-схема 
которой представлена на рис. 3. Источниками СВЧ-сигналов служили 
генератор на клистроне (43-И), работающий в импульсном или непрерыв- 
ном режимах, и генератор на магнетроне, работающий в импульсном режи- 
ме. Ферритовый образец с катушкой на нем располагался в стандартной 
волноводной секции на расстоянии 6 мм от узкой стенки волновода. Доб- 
ротность резонансного контура, образуемого катушкой вместе с парал- 
лельно присоединенным конденсатором, на частоте 30 Мги равнялась 20. 
Расположение витков катушки на образце подбиралось по максимуму 
сигнала промежуточной частоты. Постоянное магнитное поле приклады- 
валось параллельно узкой стенке волновода и по величине соответствова- 
ло полю ферромагнитного резонанса. Образцами служили монокристаллы 
иттриевого феррита с шириной полосы ферромагнитного резонанса 5—10 
эрс. Форма образцов была близка к сферической, поверхность не полиро- 
валась. Сигнал от смесителя подавался через предварительный усилитель 


* Нутационными колебаниями намагниченности называют периодическое из- 
менение угла однородной прецессии магнитных моментов материала вокруг постоян- 
— 


ного намагничивающего поля Но, происходящей, например, под воздействием попе- 
> 
речного магнитного поля й СВЧ. 
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'эомежуточной частоты и усилитель промежуточной частоты на осцил- 
Вера. Полный коэффициент усиления сигнала промежуточной частоты 
'›имерно равнялся 105. Уровень собственных шумов усилительного трак- 
\, приведенныи ко входу предварительного усилителя, составлял около 
'шкв (измерялся при помощи СГ-1). Питание обоих усилителей промежу- 


)чный частоты и электромагнита было стабилизированным. 
| 


Рис. 3. Блок-схема установки: 


1`— задающий импульсный генератор (синхронизатор); 2 — модулятор гене- 
ратора на магнетроне; 3 — генератор на магнетроне; 4 — двойной Т-мост; 
5 — резонатор (50-М) (при работе импульсами т = 6 мксек отключается); 
6 — регулируемый аттенюатор; 7 — генератор на клистроне (43-И); 8 — фер- 
ритовый вентиль; 9 — измеритель мощности СВЧ; 10 — ферритовый смеси- 
И тель; 11 — поршень-короткозамыкатель или согласованная нагрузка; 12 — 


| 


| предварительный усилитель частоты 30 Мгц; 13 — усилитель частоты 30 Мгиу, 
| детектор и видеоусилитель; 14 — осциллограф 


|] 
’ Основными мешающими явлениями, которые пришлось устранять при 
\‹спериментах, были следующие. 
| 1. Ударное возбуждение контура с ферритом за счет быстрого измене- 
я постоянной составляющей намагниченности феррита в направлении 
эстоянного поля, происходящего под воздействием переднего и заднего 
‘›онтов импульсов сигнала гетеродина [8]. 
' 2. Перегрев ферритового образца из-за теплового рассеяния мощности 
13Ч-поля, поглощаемой образцом. 

| 3. Непосредственная наводка импульсов модулятора гетеродина на 
1 
| 
| 


‚пи тракта усилителей промежуточной частоты. 

` Перегрев ферритового образца устранялсея при работе гетеродина 
эатковременными импульсами (1—6 мксек). Влияние ударного возбуж- 
ния и наводки ослаблялось тем, что на образец подавался не непосредст- 
\нно импульс от генератора на магнетроне, а импульс резонатора 50-И 
! добротностью 100 000), возбуждаемого этим генератором. 


3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 


| В ходе исследований снималась зависимость амплитуды сигнала про- 
'‚экуточной частоты от мощности гетеродина при постоянной мощности 
'ЗЧ-сигнала и зависимость амплитуды собственных колебаний, возникаю- 
их в системе при Р, > Рьр, от мощности гетеродина *. Характеристики сни- 
злись на линейном участке усиления обоих усилителей. Величина посто- 
ного намагничивающего поля подбиралась так, чтобы получить макси- 
Зльный сигнал на экране осциллографа. у 

| На рис. 4 представлена зависимость мощности промежуточной частоты 
‚ от мощности гетеродина Р, при постоянном уровне мощности СВЧ-си- 
чала Р.. На образец одновременно подавался сигнал от генератора на 
и. через эхо-резонатор и сигнал от генератора на клистроне 
__ НА 

* Измерения были выполнены В. И. Макарищевым и Р. Д. Савостьяновой. 
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Рис. 4. Экспериментальная зависимость мощности промежуточной частоты 
Ри (30 Мгц) от мощности гетеродина Р‚ при постоянной мощности сиг- 


нала С: 
а — {‹ = 9400 Мгц; ]. = 9310 Мгц; 6 — {‹ = 9340 Мгц; |, = 9370 Мгц 


длительностью 1 мксек *. Задержка импульсов генератора на клистроне 
во времени относительно импульсов генератора на магнетроне подбира- 
лась так, чтобы их положение на экране осциллографа соответствовало 
середине спада эхо-сигнала от резонатора. На экспериментальных 
кривых четко видна нелинейная 
область, которую, видимо, сле- 
дует приписать наложению эффек- 

та усиления сигнала промежуточ- | 
ной частоты на обычный эффект! 
смешения двух СВЧ-сигналов. В 
этой области эффект смешения’ 
нельзя описывать упрощенной фор- 
мулой (1), а следует пользовать- 
Рис. 5. Экспериментальная зависимость 
мощности собственных колебаний на-. 
магниченности ферритового образца на 


частоте 30 Мгц от мощности гетеродина 
Р, в отсутствие сигнала. Пунктирные 


кривые показывают точность измерений 


Р.„,06 


А а а О 


ся обобщенной формулой (2). Кривые, снятые для случаев, когда 
к=-бик=р-® (ЦК и К -— частоты сигнала и гетеродина), 
не совпадают, причем в первом случае кривая идет ниже. Подробнее этот 
эффект не исследовался. 

* При работе магнетрона импульсами длительностью 6 мксек эхо-резонатор не 


использовался. Экспериментальные данные, полученные в этом случае, подтверж- 
дают результаты, описанные ниже. 
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При мощностях гетеродина в импульсе, превышающих некоторое 
'ритическое значение, близкое к 1—3 вт, наблюдалось самопроизвольное 
'озникновение колебаний промежуточной частоты в системе ковтур — об- 
'азец. Зависимость мощности этих колебаний от мощности гетеродина, 


'ятая при выключенном сигнале от генератора на клистроне, показава 
|а рис. 5. 
| 


ЗАКЛЮЧЕНИЕ 


’ Экспериментально наблюдалось возникновение собстЕенных нутацион- 
`ых колебаний намагниченности в намагниченном ферритсвом образце, 
"омещенном в резонансный контур промежуточной частоты (30 Мгц), 
"ри воздействии СВЧ-поля поперечной поляризации, когда мощность 
Итого поля превышала некоторое критическое значение порядка 1—3 вт. 
)бнаруженные колебания, по-видимому, носят синусоидальный характер 
)‚ не могут быть отождествлены с релаксационными колебаниями, наблю- 
’авшимися Вейссом на ферритовом образце, помещенном в объемный резо- 
|атор большой добротности [9]. 

' Обнаружено также существование нелинейной области на кривых за- 
’исимости мощности сигнала промежуточной частоты от мощности гете- 
›одина Р, в схеме смешения при значениях Р,, близких к Рир. Эти экспери- 
ментальные результаты нахоцятся в соответствии с полученными ранее 
|ыводами [5, 6] из теории нелинейных гиромагнитных эффектов, связан- 
ых с нутационными колебаниями намагниченности в ферритах. Окон- 
} ательная идентификация экспериментально наблюдавшихся эффектов 
| танет возможной после их тщательного количественного исследования. 
'Толученные результаты могут представить практический интерес в связи 
) проблемой повышения эффективности работы ферритовых смесителей 
'олебаний СВЧ. 

’ Работа проводилась в Московском энергетическом институте на кафедре 
|еоретических основ радиотехники. Результаты работы обсуждены на 
'еминаре К. М. Поливанова, которому авторы пользуются случаем вы- 
‘‚азить искреннюю] благодарность. 
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ЯВЛЕНИЯ ВЗАИМНОЙ СВЯЗИ РЕЗОНАТОРА С ФЕРРИТОМ 
А. Л. Микаэлян, В. Я. Антоньяни, Ю. Г. Турков 


Исследованы явления в резонаторе с малым ферритовым образцом. 
Показано, что резонатор и помещенный в него намагниченный феррит об- 
разуют связанную систему, аналогичную двум связанным контурам. 
Отмечены случаи, где необходим учет указанных явлений, и кратко рас- 
смотрены некоторые их практические применения. 


ВВЕДЕНИЕ 


В технике СВЧ весьма часто используются системы, представляющие 
собой резонатор с намагниченным ферритовым образцом. Такие системы | 
применяют в ферритовых усилителях, для магнитной перестройки часто- | 
ты резонаторов, измерения параметров феррита и для других целей. 1 

При расчете указанных систем обычно предполагается, что действие. 
феррита сводится лишь к изменению собственной частоты и добротности не- 
заполненного резонатора. Такое предположение оказывается правильным, 
но только в том случае, когда частота ферромагнитного резонанса значи- 
тельно отличается от собственной частоты незаполненного резонатора, & 
также если феррит обладает значительными магнитными потерями. Если 
же указанные условия не выполняются, то в рассматриваемой системе име- 
ют место интересные явления, представляющие большой практический 
интерес. Оказывается, что в этом случае резонатор, содержащий феррит, 
ведет себя как система связанных контуров. Одним из этих контуров явля- 
ется феррит, в котором возбуждается какой-либо тип магнитных колеба- 
ний, другим — резонатор, также возбуждаемый на одном из своих соб- 
ственных типов колебаний. Наиболее интересные явления происходят в 
области, где частоты собственных колебаний намагниченного феррита и 
незаполненного резонатора близки между собой. Аналогичный эффект 
взаимной связи наблюдается и в акустических резонансных системах 
(см., например, [1]). 

В настоящей работе изложены результаты теоретического и экспери- 
ментального исследований явлений в резонаторе с намагниченным фер- 
ритовым образцом. Показано, что эти явления необходимо учитывать при 


измерении параметров феррита. Кратко рассмотрены некоторые их прак- 
тические применения. 


1. ВЫВОД ФОРМУЛЫ 


Расчет взаимной связи резонатора с ферритом можно провести методом | 
квазистатических приближений, причем следует учесть зависимость состав-_ 
ляющих тензора магнитной проницаемости феррита от частоты. 

Мы будем исходить из выражения для собственной частоты резонато- 
ра с ферритом, записанного следующим образом: 


>>, с о 
\ МН 4 и (Е — в) ЕЕ" 4 
ОЕ Ч, ВЫ УФ (1) 
р \ (о НУ + в, ВЕ) Че 


Ъ 


— - 


где ®р — собственная частота полого резонатора; Нь, Ер — магнитное и 
= — 
электрическое поля в полом резонаторе; М, Е — соответствующие поля 


| 
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Е 
в резонаторе, возмущенном ферритовым образцом; М — намагничен- 
‚ность феррита; = — диэлектрическая проницаемость феррита; Ури У, — 
объемы феррита и резонатора соответственно. 
Если образец достаточно мал, то можно считать, что при внесении его 
| в резонатор поле в области, не занятой ферритом, не искажается, а поле 
внутри феррита и его намагниченность можно найти из решения стати- 
’ческой задачи, что эквивалентно учету размагничивающих факторов 
(формы. 
Для образца, имеющего форму эллипсоида вращения с осью симметрии, 
те 
’ направленной вдоль оси 2, поперечные составляющие намагниченности М 


связаны с составляющими внешнего переменного магнитного поля Нь 
следующим образом: 


8 И. Е ке 
М = И Я ра ] о Ну, 
ое $ 
о т Ни, (2) 


| 


Пе №и^° — составляющие тензора «внешней» восприимчивости феррита — 


имеют вид 


' И. >В ф м ке м (8) 
Во © Ча” Во ор — 0? 


"Здесь введены обозначения: 
®Фм = рот; в = @ — (М, — №) юм; в = вотНо; (4) 


’ @ф — частота ферромагнитного резонанса, т. е. собственная частота 
1 низшего типа колебаний в феррите (однородная прецессия); Н., М.— 
) внешнее подмагничивающее поле и намагниченность образца (вдоль 
1 оси 2); №,, М — размагничивающие факторы в направлении оси зи в 


|! перпендикулярной плоскости соответственно. 


Используя (2) и (3), получим 


.] —— ©. ® 
Слйрль во обычны й+ 


р Уф Уф ф 
| Л Нь НзыН |. 6) 


Поскольку нас интересуют частоты, близкие к собственной частоте 
`резонатора, при которых свойства системы имеют сильную частотную за- 
`висимость, в дальнейшем мы не будем учитывать слабую частотную зави- 
симость в выражениях для поля полого резонатора, не имеющую резонан- 
сного характера, полагая в них © > ор. 

' Кроме того, для простоты мы не будем учитывать влияния диэлектри- 
| ческих свойств феррита, полагая # = &. Характер явлений связи при 
1 этом не изменится. 

ь Выражение (1) принимает при этом вид 


®—@, Фи®ф ф (6) 
о от — 6 м 
| где з - 
| 6 = \ Но [| Я рх РЕН 7 (НрыН рх — И рН ру] 4; (0 


* 


1 = \ (до НН» + в 


. 


Е’) ас. 


Ур 


А. Л. Микаэлян и др. 


Считая, что 
о р ‘ 
Фр — ®` == (®ф — 9) 2®ъ, 
получим из (6) 
1 й 
(® — ®р) (< — 4) —-5 ®Ф®м >. ( 
р 


В предельном случае, когда Гу—>0, уравнение (8) распадается на два 
независимых уравнения ® — ®, = 0, ® — ®‹у = 0. Первое из них дает | 
собственную частоту полого резонатора, а второе представляет собой из- 
вестное выражение Киттеля для частоты однородной прецессии в Ферри 
вом сфероиде, расположенном в свободном пространстве. Для | 
конечных размеров колебания в феррите и резонаторе уже не являются | 
независимыми. По своему характеру они подобны колебаниям в связан 
ных контурах. | 

Решение уравнения (8) имеет вид 


осо А ФВ | 

1 Ой 
Фо = — |, + оф Е И (ор — ®5)? + 2®ром и : (9) 
. 


Таким образом, для частоты резонатора с ферритом мы получили два 
различных решения, определяемые размерами ферритового образца и ре- 
зонатора, положением феррита в резонаторе, а также величиной намагни- | 
чивающего поля. Это значит, что рассматриваемой системе вблизи каждого | 
резонаторного типа свойственны две собственные частоты. Соответствую- | 
щие колебания уже не являются чистыми резонаторными типами или. 
однородной прецессией, а представляют собой смешанные феррито-резона- 
торные колебания. Следует отметить, что ни при каких значениях намагни- 
чивающего поля (если потери отсутствуют) не наблюдается совпадения 
указанных частот. 

Для того чтобы учесть потери, положим 


оо’, 
$ = а ох 9 = 9, — (М, —М)ом + ЛютТАРЯ, (10) 
ре 
Фр ФВ Ио 


где Фи АН — добротность полого резонатора и полуширина резонанс- 
ной кривой феррита. 

Отделяя в (9) действительную и мнимую части и полагая, что потери в 
системе достаточно малы, получим основные расчетные формулы, опреде- 
ляющие комплексные собственные частоты резонатора с ферритом: 


’ 1 ги С т ’ ’ о ’ Й 
1,2 2 6 —- @ф = | (ор —®ър) - 20мм 2 р 


а (11) 


2. ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ РЕЗОНАТОР С ФЕРРИТОВОЙ СФЕРОЙ 


Полученные соотношения используются ниже для расчета прямоуголь- - 
ного резонатора с колебаниями типа Ни, содержащего намагниченную 
ферритовую сферу (рис. 1.) | 

Такая система часто используется на практике и является наиболее 
удобной для экспериментальной проверки теоретических результатов. 


Ле: „МНО, С 8 р: р фе ритом 1187 
Яв ения взаимн вязи езонатора с 
р 


_ Структура поля колебаний типа Ни»о в прямоугольном резонаторе без 
›еррита определяется выражениями 


Ер, = зш хх м у, 


т 
Н ох =] а 11 Кохх 0$ Кому, 


* хотя на 


К 
— , 0 ® 1 
о. в с0$ Кох 911 Аеуу, 
‘де 
о ны Ко, = у8 


и ет Е ь 
А? К = А = водо; 


ги / — размеры резонатора, показанные на рис. 1. Для малых образцов 


реррита, слабо возмущающих структуру поля в резонаторе, можно счи- 
‚ать 


= \ (ш,НН\* ++ в В») 6 = 
| Ур 
= боН Яр вр) = “| 


| с 


Ур 


о Ре. \ | Вр рае = Эро \ | НР. | 
Ур У ИН 
| 


В нашем случае 


1 Й 
у ВьВ ао Рис. 1. Прямоугольный резонатор с ферри- 
р 2 5026 2 во’ товой сферой 
Га = ово (К? 9102 2605? К у-- К? с032 К 102 А (13) 
ФУ 12 оу ‘0х оы9 ох 0х7 811 о, 


0 


Выражения (11) при этом принимают вид 


пб В р 
== |; то и ©; Е я @м®,Т (т, у} , 
а 


мт 14 
= . о ОО ОБ) т 
и? йе 2 х $ ыы й 5 й й 
(@р 0)? |- 4 т ом®Г (х, 9) 
де 

у и а 2 ох 2 о 

а = р 9110? Кох 605? Аоуу —- —= 60$ Е (15) 
0 0 


Зависимость собственных частот системы, рассчитанная по формуле 
14), представлена на рис. 2 (резонаторное колебание типа Но, сфера 
асположена в точке х = а/2, у = 1/2). Как видно, она аналогична из- 
естному в радиотехнике графику Вина. При этом величина намагничи- 
ающего поля играет роль расстройки между контурами, а коэффициент 
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связи определяется размерами ферритового образца и положением его 
в резонаторе. По мере приближения величины постоянного магнитного] 
поля к значению Нор = «р/шт происходит переход резонаторного типа) 
колебаний в ферритовый, а также обратный переход. Величина Нор пред- | 
ставляет собой постоянное магнитное поле, соответствующее ферромаг- 
нитному резонансу в ферритовой сфере на частоте ор. Эксперименталь- 
ные данные, представленные на рис. 2 в виде отдельных точек, хорошоз 
согласуются с теоретическими результатами. Небольшие отклонения! 
лежат в пределах погрешности измерений. у | 

Соответствующим образом изменяется и затухание связанной системы | 
или, что то же, полуширина резонансных кривых связанной системы | 
Аю: = ©, (рис. 3). По мере того как 
резонаторное колебание перестраи. | 
вается в ферритовое, полуширина | 
его разонансной кривой постепенно 
изменяется от Ао = ®” = @,/2 0 до 


величины До = ®, = штАН, 06 


© " 


им 


й р =Р,, Мгц 


РИС Рис о 


Рис. 2. Зависимость собственных частот связанной системы от намагничивающего 
поля (а = 23 мм, 6 = 10 мм, [= 138 мм, а = 1,24 мм, 4л Мо = 1100 гс) 


Рис. 3. Зависимость ширины резонансных кривых 2А] › связанной системы от на- 
магничивающего ноля (2АН = 2,5 эре, О = 3650): 
Т — ширина кривой ферритовой сферы; 11 — ширина кривой полого резонатора 


ответствующей полуширине линии однородной прецессии ферритового 
образца (кривая 1). Полуширина кривой второго колебания при этом 


и 


изменяется от Ло = т ло Ло = ©", (кривая 2). Экспериментальные точ- 


ки на ветви А кривой 1 снять не удалось, так как при этих полях резо- 
наторное колебание помимо перестройки с однородной прецессией взаимо- 
действовало также и с одним из высших типов колебаний ферритового 
образца. 

Следует указать, что ширина резонансной кривой связанной системы 
феррит—резонатор по постоянному магнитному полю 26Н отличается от 
ширины резонансной кривой феррита 2 ДН, которая обычно использует- 
ся для характеристики магнитных потерь феррита, расположенного в сво- 
бодном пространстве или в волноводе. Ниже показано, что величина 25 
не остается постоянной, а существенным образом зависит от рабочей часто- 
ты и параметров связанной системы. 


1 
|) 
ь 
1 


— 


Явления вваимной связи резонатора с ферритом 1189: 


3. РЕЗОНАНСНАЯ КРИВАЯ СВЯЗАННОЙ СИСТЕМЫ 
ПО ПОСТОЯННОМУ ПОЛЮ 


Исследование системы, состоящей из резонатора с ферритом, можно. 
|’простить, если воспользоваться аналогией между этой системой и обыч- 


в связанными контурами, хорошо изученными в радиотехнике (рис. 4). 
} трежде всего для системы феррит— резонатор необходимо ввести понятие о, 


1 ) 
О ‹оэффициенте связи. Это можно сделать, сравнивая выражения для мини- 


пиального разноса частот связи в рассматриваемой системе и в связанных. 
‘контурах. Как следует из (11), минимальное расстояние между частотами. 
| 
| 


эвязи резонатора с ферритом, когда ° =. р м 
›авно т Е 
И Е 1 
й й й 1 7 К 
Е ф 2 
1 — 0 = И 20рюм —^. (16) 
в Ё й (, 
я ее в @ 
`оответствующее выражение для связанных | С те 
ве 


зконтуров (при слабой связи) имеет вид 


й р й Рис. 4. Система связанных 
0; — ®› = Как, (17) контуров 


где К — коэффициент связи между контурами; «, — собственная: 
частота каждого из контуров. 
Сравнивая (16) и (17), получим выражение коэффициента связи для’ 
пзистемы феррит — резонатор: 


ь 1 
| = и Е >. (18) 
| о 


Полученные выше выражения для частот и затуханий справедливы при! 
условии, что потери в феррите и резонаторе малы. Из теории связанных. 
контуров известно, однако, что потери могут существенно влиять на харак- 
теристики системы. Так, например, если декремент затухания второго 
контура (рис. 4) 

| а, >К, (19) 


г го при равенстве собственных частот обоих контуров система имеет только- 
1одну собственную частоту. Перенося этот результат на систему феррит— 
‘резонатор и отождествляя образец феррита со вторым контуром, можно. 
1найти критические потери в феррите, при которых отсутствует перестройка 
колебаний феррита и резонатора. Считая, что декремент затухания феррита 


2А® _ ЗютТАН 
“ф °ф 


(20) 


Ев 


) 


получим критическое значение АЛ оо: 


| фи 1 | 
| Аоо кр —= Й 5 р т. (21) 


| р 


р 


—— 


Пользуясь аналогией со связанными контурами, найдем теперь выра- 
жение для полуширины резонансной кривой системы феррит— резонатор по- 
постоянному магнитному полю. Для двух связанных контуров (рис. 4) 
'легко можно получить уравнение резонансной кривой по отношению к 
’ настройке одного из контуров. Так, например, зависимость тока у. 
‘во втором контуре от расстройки этого контура можно получить, исполь- 
'зуя известные соотношения (см., например, [4]): 

| 


| 


(Ка 42)? —- а 
Ее Р 2 21 02 

Ре (22) 
, 7417 


Гомако (К? -Ё а: 42) + р? 48 — 2КЗРЕ -- (Ре -- 4) 
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где 
а ом 8 В С 
К Е ыы: д НР. 


Ширина кривой, описываемой уравнением (22) на уровне 0,7, равна 


в 0 _ 
2Ао. = ® У и ьь . 
Ра (та) 


При выводе этой формулы предполагалось, что 


Ка, —а, и ®= 0, >= %.. 


мулы (24), заменив собственную частоту второго контура в: собственной 
у феррита ®ф: и величине 2 До» 6 бу дет соответствовать 2Афь 


{- й 1 о 
Н — / АИ, = ы: 7) , 
а ' 1+ а 


где 


изменении частоты генератора, достигая максимума при ® —= ®р: 
Е 
ЭН макс = Моб рые 
р 


Если индикатор резонанса связан не с ферритом, а с резонатором | 
{что обычно бывает на практике), то наблюдаемые резонансные кривь 
связанной системы будут определяться током /:, который соответствуе 
полю в резонаторе, а не током /., определяющим намагниченность фер 
рита. о соотношение (23), можно получить выражение для моду 
ля тока < 


ИЕР а) — р -- + (Ка, а; и 


Дифференцируя (28) по &, получим значение &, соответствующее макс 
муму и минимуму тока /[1: 


а => И (29 


Верхний знак соответствует максимуму тока, нижний — минимуму. Урав 
нение резонансной кривой связанной системы 


пт =1@) (30 


1макс | 


получим, подставляя макс в (28). 


Явлен й © 
ления взаимной связи резонатора ‹Дерритом 1191 


Несколько резонансных кривых, рассчитанных по формуле (30), 


элько ширина резонансных кривых, но и их форма. 
_ При достаточно больших расстройках (р — 10 41) резонансная кривая 
очти симметрична и имеет слабо выраженный минимум. При уменьше- 
ии р асимметрия резонансной кривой увеличивается и минимум становит- 


р” ы 0 и НЕ 


Рис. 5. Резонансные кривые связанной системы феррит — резона- 
тор по полю (К = 0,6 -10-?, 4, = 2,71 .10-4, 4. = 0) 


| 

т ярко выраженным, причем максимум тока /1 сдвигается в область 
эльших расстроек &. При р = 0, т.е. когда частота генератора & совпадает 
‘частотой резонатора ®,, резонансная кривая полностью «переворачива- 
гся» и имеет только минимум при & = 0. Можно показать, что ширина 
гой кривой так же, как и для тока /›, определяется формулой (27). 


ЗАКЛЮЧЕНИЕ 


Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы. 
езонатор и помещенный в него малый ферритовый образец представляют 
бой связанную систему, обладающую двумя собственным частотами — 
стотами связи. Степень связи в основном определяется отношением объ- 
лов феррита и резонатора и положением ферритового образца в резона- 
‚ре. Так как резонатор имеет множество собственных частот ®ри, то вблизи 
кдой из этих частот будут наблюдаться описанные явления, причем 
епень связи феррита с резонатором будет определяться структурой поля 
ответствующих частоты и типа колебаний. Это показано на рис. 6, где 
1 ограничились двумя собственными частотами. 

Нетолько однородная прецессия, но и другие магнитостатические типы 
‚лебаний оказываются связанными с собственными колебаниями резона- 
ра. На рис. 7 для иллюстрации показана связь резонаторного колеба- 
я с одним из высших типов колебаний ферритового образца. Рас- 
т этих явлений можно также провести при помощи формулы (1). При 
ом вместо соотношений (2) следует использовать известные выражения 
], связывающие намагниченность и поле для рассматриваемого типа коле- 
ний в феррите. 

Резонансная кривая системы феррит — резонатор по постоянному маг- 
тному полю может сильно отличаться от резонансной кривой феррито- 
го образца, расположенного в свободном пространстве. Ее ширина 
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2 6Н зависит не только от магнитных потерь феррита, но также и отд 
гих параметров системы. Поэтому при измерении ДАН феррита в резо 
торе следует соблюдать известную осторожность. Если связь феррита. 
резонатором больше критической, измерения следует проводить на й 
стотах, далеких от собственной частоты резонатора. В таких случаях бо е 
целесообразно проводить измерения в волноводе. И 

Для расчета связанных систем феррит — резонатор может быть также 
использован метод собственных функций [31], который приводит к тем же 
результатам, что и примененный в настоящей работе метод малых вов 


щений. 


] 


` 


Рис. 6. Связь двух типов колебаний Рис. 7. Связь двух типов колебаний в. 
в резонаторе с однородной прецес- феррите с одним из резонаторных типов || 
сией колебаний 


Помимо взаимодействия ферритового образца с резонатором возможна! 
и взаимная связь двух (или нескольких) близко расположенных феррито- 
вых образцов. Это также легко наблюдается экспериментально. Кроме! 
того, явления связи могут наблюдаться и при размещении в резо- 
наторе нескольких образцов феррита. Соответственно количеству образ-| 
цов при этом увеличивается число резонансных пиков связанной си| 
стемы. |] 

Рассмотренные в настоящей работе явления можно практически ис-| 
пользовать для создания различного рода систем СВЧ. Совершенно оче- 
видна возможность эффективной перестройки частоты резонаторов. Из | 
рис.2 видно, что зависимость частоты от намагничивающего поля наиболее | 
резко выражена в области, где частота ферромагнитного резонанса близка! 
к собственной частоте резонатора. Это позволяет получить значительные 
изменения резонансных частот при помощи сравнительно небольших из- 
менений магнитного поля. 

В отличие от известного способа перестройки частоты резонаторов при | 
помощи феррита, когда используется область малых полей, а работа вбли- | 
зи ферромагнитного резонанса нецелесообразна из-за значительного ухуд- 
шения добротности резонатора, рассматриваемый метод позволяет полу- 
чить эффективную перестройку частоты, не сопровождающуюся существен- 
ным изменением потерь, в особенности, если выбрать «у = ®”ь (см. 
формулу (14) и рис. 3). 

Связанная система феррит — резонатор может служить также и в каче- 
стве многочастотного перестраиваемого фильтра. Количество рабочих. 
частот такого фильтра зависит от числа ферритовых образцов, размешен- 
ных в резонаторе. Малые приращения поля, необходимые для перестрой- 
ки собственной частоты, позволяют использовать связанную систему для 


> 


во 


ь 


Явления взаимной связи резонатора с ферритом 1195 


`эздания быстродействующего переключателя или выключателя. Воз- 
жны и другие п 


рименения свойств связанной системы феррит— резонатор. 


’ Авторы выражают благодарность А. А. Пистолькорсу за ценные за- 
‘зчания. 
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К РАСЧЕТУ ПОЛЯРИЗАЦИЙ ПЕРЕМЕННОГО МАГНИТНОГО, 
ПОЛЯ, СООТВЕТСТВУЮЩИХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫМ 
ВЕРОЯТНОСТЯМ ПЕРЕХОДА ПРИ ЭЛЕКТРОННОМ 

ПАРАМАГНИТНОМ РЕЗОНАНСЕ 


М. И. Родав 


Для электронного парамагнитного резонанса, в кристалле 
(Кз(СоС) (СМ), содержащем два магнитных комплекса, рассчитаны 
поляризации переменного магнитного поля (как линейно-, так и эллипти- 
чески-поляризованного), обеспечивающие экстремумы вероятности инду- 
цированного перехода. 


ВВЕДЕНИЕ | 


Как известно, в экспериментах по электронному парамагнитному | 
резонансу (ЭПР) весьма существен правильный выбор поляризации | 


переменного магнитного поля, в большой мере определяющей вероят-. 
ность индуцированного перехода. При условии изотропности 5-фактора 


> = 
вероятность Р„„ перехода ти пропорциональна величине |й '5|? (см., 
например, [1]): 


Рай бр РА о (1} 
где В <— единичный комплексный вектор, составляющие которого являют-. 


ся комплексными направляющими косинусами индуцирующего магнит-о 
> = 
ного поля Н(?) амплитуды Н!и частоты о: 


Н (1) = Ве [НИ йе. 


При этом | Ай 1, В = р я т, а - 


— => 
й:, №, й,;, Йй›; — действительны. 


Г 


> 


Напомним, что комплексность Й соответствует эллиптической поляри- 
— 3 
зации поля ЯН (1: мнимая часть отстает по фазе от действительной на л/2, 
— 


— = 

и эллипс поля обходится в направлении от Й; к й,; 9„„ — также ком- 
плексный вектор, составляющие которого 9х, 5,, 9, — матричные эле- 
менты операторов составляющих спина для перехода ти; в общем случае 


> 
‘они комплексны; 5; = 51; |- &5.;, ] = х, У, 2. Вектор 5 ии и соответствую- 
щий эллипс будем в дальнейшем для краткости называть соответственно. 


ы 
«вектором спина» и «эллипсом спина», опуская кавычки и значок тп уд. 
Таким образом, вероятность перехода Р„„ пропорциональна квадрату 


— > 

модуля скалярного произведения двух комплексных векторов Й и 9, 

экстремальные свойства которого известны [2] и легко формулируются 

на геометрическом языке. Действительно, модуль скалярного произве- 
а 


дения заданного комплексного вектора би произвольного единичного“ 


кл > 
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= —> к 
›мплексного вектора й достигает максимума, когда А и 5 коллинеарны, 


о 
е. оба соответствующих эллипса подобны, одинаково ориентированы 
обходятся в одном направлении. При этом 


АВ = [9-15 8-5. = 52-53, 


й Е. ее =. 
е 5: и 5, — длины главных полуосей эллипса спина. Модуль 17“ о | 


›стигает минимума (равного нулю), когда Пиз ортогональны, т. е. либо: 

оба эллипса подобны, лежат в одной плоскости, но повернуты один 
‘носительно другого на 90° и обходятся в противоположных направле- 
лях, 6) эллипс поля вырождается в прямую, перпендикулярную плос- 


а 
›сти эллипса спина, в) Й представляет собой линейную комбинацию 
‚кторов, описанных в а) и 6). 


> > 
Если ограничиться линейно-поляризованными полями, то | #*5 |? имеет 
— 


‹стремальные значения Л, Л, и Л. при ориентации А в трех взаимно 

эрпендикулярных направлениях — по двум главным осям эллипса спи- 

\ и по перпендикуляру к нему; при этом А. = 52, „= 4. =0. 
Итак, задача подбора поляризации переменного магнитного поля (еди- 


> 
дачного вектора # или эллипса поля), обращающей вероятность рассмат- 
лваемого перехода в максимум или нуль, сводится к определению эл- 
ипса спина — к расчету соответствующей этому переходу * тройки 
атричных элементов ©., 9у, ©.. Так обстоит дело с кристаллами, 
тементарная ячейка которых содержит лишь один магнитный комп- 
экс. Если же в кристалле содержатся несколько несовпадающих магнит- 
ых комплексов, которым соответствуют, вообще говоря, разные комплекс- 


— 
ые векторы 5 (разные эллипсы спина), вопрос об экстремальных значе- 
иях вероятности перехода для кристалла в целом нуждается в дополни- 
‚льном рассмотрении. 


| 
| 1. РАСПОЛОЖЕНИЕ ЭЛЛИПСОВ СПИНА ПРИ НЕКОТОРЫХ 
ЧАСТНЫХ ОРИЕНТАЦИЯХ ПОСТОЯННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 


Покажем предварительно, что при некоторых частных направлениях 
> 


остоянного магнитного поля Н, можно предсказать расположение эл- 
ипса спина, не рассчитывая матричных элементов 5’, 5, ог. Эти направ- 
эния связаны с главными осями магнитных комплексов [3] (или, короче, 
‘магнитными осями) х, у, 2, в которых обычно и записывается исходный 


тин-гамильтониан 4 системы **. Важно помнить, что знак постоянного 
— 
агнитного поля Ну следует выбирать в соответствии с выбором правой 
ли левой системы координат (магнитное поле — псевдо-вектор) [4]. 
-—> 


ассмотрим случай, когда постоянное поле Н, лежит в плоскости двух 
агнитных осей (например, хи У). Тогда легко доказать, что для каждоге 
з переходов эллинс спина расположен в плоскости, перпендикулярной 
лоскости ху, и главная ось его направлена по третьей магнитной оси — 
Ви 2. 


* Если система энергетических уровней такова, что имеются совпадающие пв 
— 
зстотам переходы с различными векторами ©, задача, очевидно, осложняется необ- 
: — 


эдимостью учета различия в весах этих разных 5, зависящего от условий экспе- 
имента. 

** Магнитные оси направлены по трем взаимно перпендикулярным прямым, 
общем случае определяемым экспериментально по угловому изменению спектра 
ПР; при этом оба противоположных направления вдоль магнитной оси равноправны. 
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Действительно, отразим мысленно ось 2 относительно плоскости 24. 
Изменение типа тройки осей (левой на правую или наоборот) требует. 
— | 


изменения направления поля Но в пространстве на противоположное, || 
Воспользуемся далее тем фактом, что в произвольной заданной системе. 


72 | 
координат при изменении знака Но матричные элементы 5х, Эр; © ТОЙ 

1 | 
ностью до общего знака * заменяются комплексно-сопряженными 9,,_ 


* 


5”, 5,**, что, очевидно, означает изменение направления обхода по | 
эллипсу спина. Таким образом, относительно двух систем координать 
(с двумя противоположными направлениями оси 2) искомый эллипс спина _ 
должен быть расположен одинаково, но иметь противоположные направ- 
ления обхода, из чего и следует наше утверждение. 

В качестве примера приведем широко известный рубин (СгЗ* в корун- 
де 41.0.), изумруд (Ст3* в ВезА1.515О1з) и другие кристаллы с аксиальной 
симметрией магнитных свойств. В них обычно по кристаллографической 
оси направляют ось 2, а ось Х или у, естественно, располагают в плоскости 
Нь2. Расчет [1] подтверждает, что плоскость эллинса спина и его главная 
ось перпендикулярны плоскости Ну2. Как следствие доказанного полу- 

г. 


чаем, что если поле Н, направлено вдоль какой-либо из магнитных осей 
(например, оси 2), эллипс спина либо расположен в перпендикулярной 
> 


полю Н, плоскости и имеет главные оси вдоль осей х и у, либо вырожда- | 
В |] 


== 
ется в прямую вдоль Ну. Примером является рубин при поле Н., направ- | 
ленном вдоль или перпендикулярно кристаллографической оси. Наконец, 


> 
очевидно, если поле Н, направлено вдоль оси аксиальной симметрии, 
эллипс спина, лежащий в плоскости, перпендикулярной постоянному 
полю, превращается в окружность. 


2. ВЕРОЯТНОСТЬ ПЕРЕХОДА ДЛЯ ДВУХКОМПЛЕКСНОГО КРИСТАЛЛА 


Обратимся к случаю двухкомплексного кристалла. Поскольку оба 
комплекса представлены в кристалле одинаково, вероятность перехода 
для кристалла в целом записывается в виде суммы (с весом 1/.) двух вы- 
ражений (1) в координатах х, у, 2и т’, У’, 2’магнитных осей обоих комп- | 
лексов соответственно. 

Для конкретности рассмотрим кристалл К.Со (СМ); с примесью пара- 
магнитного иона Сг?"; будем в дальнейшем называть его кратко циани- 
дом хрома. В этом кристалле две магнитные оси (у и у’) разных компле- | 
ксов направлены по одной из кристаллографических осей (оси с), магнит- 
ные оси 5 и 5’ симметрично примыкают к оси 6, а осизи 2’ — косиа [5]. 


В подобных кристаллах, с целью обеспечить совпадение спектров ЭПР 


от обоих магнитных комплексов, постоянное магнитное поле Н, распо- | 
лагают обычно в плоскостях симметрии ас или 6с. Для каждого из этих | 
двух случаев направления осей координат (вдоль магнитных осей) есте- 
ственно выбрать так, чтобы одноименные оси разных комплексов были 


> 
расположены симметрично относительно поля Я. При этом проекции 


— 
Но на оси координат 1, у, 2 их’, У’, 2’ соответственно одинаковы, но так 
как одна из троек осей оказывается левой, а другая — правой, магнитное 


е Одновременное изменение знака всех трех составляющих комплексного век- 
тора, очевидно, полностью сохраняет соответствующий эллипс и направление обхо- 
да по нему, меняя лишь не интересующее нас начало отсчета времени обхода. 


^ 
с 
** Для спин-гамильтониана достаточно распространенного вида 2 = ВЕН + 
е 


^ 1 ^ ^ 
вит |5 в 5 -- Е (58 — К этот факт доказывается непосредственным 
расчетом. 


К расчету поляризаций переменного магнитного поля 4197 


Г 
а 

эюле ит имеет для обоих комплексов разные знаки, что Дает для матрич- 

ых элементов в этих двух системах координат соотношение 


} 


|] 
| 


5 = 9, ] = Хх, 9, 2. (2) 


"” Это означает, что эллипсы спина обоих комплексов расположены сим- 


я 


‘етрично относительно плоскости, в которой лежит поле ПИ (плоскости ас 
‚ми 6с), причем направления обхода 
Зцинаковы для проекций эллипсов 
зтина на плоскость аб и противопо- 
15жны для проекций этих эллинсов 
та плоскость симметрии (ас или 6с 
ответственно). 

(\ Ограничимся рассмотрением слу- 

— 


‘ая, когда поле Н, расположено в 
‘поскости ас (для плоскости 6с рас- 
ит и результаты совершенно анало- 
тячны). Тогда можно принять систе- 
Ны координат х, у, д их’, У’, 2’, опи- 

‘ываемые следующей таблицей на- Рис. 1 

‘Зравляющих косинусов [5] (рис. 1), 

1е обозначено: & = 0,104, и = 0,994. 

Приводя составляющие й.., Й,, Й,, №. й, й» к кристаллографической 
о чстеме координат а, 6, с и учитывая равенство (2), получим вероятность 
| перехода для кристалла в целом в виде 


Те 1 р/жел 12 
о ча Ри — 5-5 | 5 |= 


| и 5 0 у об. Л 
во [3 = ММ 


от О Е В бас ай) Е 
| 

| И 

м 0 | Й 0 = ( 16/62 12 55) т 


-- бхг (йаьйьа — ой), (3) 


це #,:;, №»; (7 =а, 6, с) — соответственно действительные и мнимые части 
омплексных направляющих косинусов переменного магнитного поля 
(гносительно осей а, 6, с; 


Е М=Е [5-Е м5. ба М = [5 815: — ба» 


| > о. их 92) 5” = "5х ня уг; 


бы = быб1 + бъбх = 2 (бль5л -- 95а); 
| Яны = 1 (951 — 589) = 2 (бльбы — зб; 
| й, ВЕ, у, 5. 


| 3. УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТИ ПЕРЕХОДА 


" Задача определения поляризаций переменного магнитного поля, соот- 
‘этствующих экстремальным значениям вероятности перехода (3), сво- 
'ится к отысканию комплексных направляющих косинусов поля (нте- 
‘герки чисел Йа, Йо, №ь, №зь» Юле, №зс), соответствующих экстремумам 
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квадратичного полинома } в правой части (3), при выполнении условия 

Ре р Ра = Г. 

Е @ 

Решая эту задачу отыскания относительного (условного) экстремума, | 

согласно методу множителей Лагранжа, требуем обращения в нуль в | 

шести частных производных (по всем составляющим п) от вспомогатель- 

ной функции Ф параметра Л: 
Ф = 7 — №9. 

Из полученной системы шести уравнений, вместе с условием связи 


(4), определяем А, а затем и йил... Иж. Равенство нулю определителя си- 
стемы дает уравнение шестой степени с тремя двукратными корнями: | 


М =0, 
№ = (М М +15, + 
РИМ +м+15, + 5+5 4 5% —4 (МММ |5, №1 5,1. 
Заметим теперь, что | 
9Ф ОФ 


Е т т 2 Вос = 2Ф — 2^ =0 


и, следовательно, в экстремальной точке имеет место равенство 
реа 


Таким образом, при изменении поляризации переменного поля величина! 
полинома } (будем в дальнейшем для краткости называть его вероятностью 
перехода) меняется в пределах от нуля до Аз с промежуточным экстре- 
мальным значением /з. Соответствующие этим трем /, единичные эллипсы | 
поля (будем их называть «экстремальными») определяются из подсистемы 
трех уравнений (из состава первоначальных шести) вида 


2 (М Бы ^) Йа г б2йзь [о ОЙс == 0, 
оао (М Ел 
Эа — 5“йль + 2 (158 — №) Ве =0, 


из которой следует, что все три экстремальных эллипса поля расположены! 
в плоскостях, перпендикулярных плоскости симметрии ас, и имеют по 
главной оси вдоль оси 6. Этого следовало ожидать, учитывая симметрию 
в расположении эллипсов спина обоих комплексов и их равноправие. 
В общем случае углы между плоскостями трех экстремальных эллип- 
сов поля, как и форма самих эллипсов, оказываются весьма разнообраз- 
ными; однако, как мы увидим ниже, в ряде случаев картина упрощается и 
становится достаточно наглядной. | 


Предварительно укажем решение нашей экстремальной задачи ДлЯ! 

— 
линеиной поляризации переменного поля. Поскольку вектор Й теперь 
действителен, задача сводится к предыдущей, если во всех соотношениях 


положить Йи = Й»ь = й». = 0. Равенство нулю определителя системы 
трех полученных уравнений дает кубическое уравнение с корнями 


4 =М, 


— 1 1 

Аза = —- (М + |5, ИМ 15,89. (5) 
Эти три Х являются экстремальными значениями вероятности перехода Ч 
теперь уже в пределах линейной поляризации переменного поля. При 
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| = 
ом №1 соответствует ориентации переменного магнитного поля по оси 


а Л, и/: — ориентациям по двум взаимно перпендикулярным прямым 
’ плоскости ас, уравнения которых соответственно имеют вид 


, _ 20—15, _ М5, РУ 18,8 
т, 5 Е (6) 


с 
| о М Е 
ре а. (7) 


М — 15+ У (М -— 15, 5 


‚тметим, что для цианида хрома А. обычно много меньше, чем А1 и А». 
| 

4. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ В РАСПОЛОЖЕНИИ ЭЛЛИПСОВ СПИНА 

ОБОИХ КОМПЛЕКСОВ 

’ Рассмотрим два частных случая во взаимном расположении эллипсов 
ина обоих магнитных комплексов; укажем заранее, что в циавиде хро- 
а практически только эти случаи и реализуются. 
’ Случай А. Эллипсы спина обоих комплексов лежат в одной пло- 
пости, перпендикулярной плоскости ас (рис. 2). Необходимым и до- 
’аточным признаком этого является 
‚чполнение условия 


| а 


Аз —0 


я 


| АМ |5, = 5°. (8) 


'ри этом один из трех экстремальных 
илипсов поля, соответствующий веро- 
кности перехода А, = 0, вырождает- 
с в прямую, описываемую уравнени- 
и (7); эта прямая, очевидно, перпен- 
якулярна плоскости, содержащей ис- Рио 

эдные эллипсы спина обоих комплек- 

эв. Два других экстремальных эллипса 

эля лежат, естественно, в этой последней плоскости, причем у обоих 
тавные оси направлены по оси 6 и по прямой, описываемой уравнением 
‚). Направления обхода по этим эллинсам противоположны, причем «мак- 
чмальный» эллипс (соответствующий ^.) обходится так же, каки ис- 
эдные эллипсы спина. 

В еще более частных случаях можно определить также форму эллип- 
эв. Так, пусть главные оси эллипсов спина обоих комплексов отклонены 
г плоскости ас на 45°; признаком этого является помимо равенства (8) 
эполнительное равенство 


м = А», 
ли 
М = М -+ |5 [. (9) 
ри этом оба невырождающихся экстремальных эллипса поля обращаются 
окружности с противоположными направлениями обхода и соответст- 
ующими вероятностями перехода 


ЛЗ м+-— Ко = о: + 5,)?. 


усть в другом частном случае эллипсы спина обоих комплексов совпада- 
т, признаком чего является помимо равенства (8) дополнительное ра- 
нство 


&М(М + |5, = 5? 5%. (10) 
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. 
При этом мы, очевидно, возвращаемся к случаю однокомплексного км 
сталла, когда 
№ == Аз = 0, 


АН ба [Е [бы [ + |5: р = МЕ М |5у Г. | 


Наконец, одновременное выполнение условий (8), (9) и (10) означа- Ну 
ет, что исходные эллипсы спина являются совпадающими окружно- 
стями. ь я | 

Отметим, что в цианиде хрома рассмотренный нами случай А точно 

— 


реализуется, когда постоянное магнитное поле Н, направлено по оси с | 
(по магнитным осям у и У’ обоих комплексов), см. $ 1. При этом 9 = | 
— 5’ = 0, оба эллипса спина либо лежат в плоскости аб и главные оби 
их направлены по осям ди 2 (7 ий | 
соответственно), либо они вырожда- |! 
ются в прямую вдоль оси с. 
Случай КБ. Эллипсы спина | 
обоих комплексов заведомо не лежат \ 
в одной плоскости, а пересекаются |} 
по главной оси, лежащей, очевидно, 
в плоскости ас (рис. 3). Необходи: | 
мым и достаточным признаком это- 
го является нарушение условия (8) | 
и одновременно выполнение более | 
общего условия 


Рис. 3 25'5., (М — |5) =5(52.— 5”). (49 


Пусть длина главной оси, по которой эллипсы спина пересекаются, 
равна 251, а угол между их плоскостями равен 28. В этом случае при 
линейной поляризации переменного поля экстремальные вероятности | 
перехода Л,, А2 и Аз, определяемые соотношениями (5), равны соответ- 
ственно 553128, 51 и 6500328; они реализуются при ориента- 
циях переменного поля соответственно по оси 6, по прямой пересечения | 
обоих эллипсов спина и по перпендикулярной к этой прямой проекции 
второй главной полуоси 5. эллипса спина на плоскость ас. В общем слу-. 
чае эллиптической поляризации получаем два экстремальных эллипса 
поля в плоскости, проходящей через ось 6, и прямую пересечения эллип-_ 
сов спина: максимальный эллипс поля, подобный проекции на эту пло- | 
скость исходного эллипса спина и имеющий то же направление обхода, | 
соответствует вероятности перехода 2 = 51 + 55 з1?В; второй эл- | 
липс поля, отличающийся от первого поворотом в его же пло- 
скости на 90” и изменением направления обхода, дает вероятность пере- 
хода /^, = 0. Третий экстремальный эллипс поля вырождается в прямую, 
перпендикулярную плоскости двух рассмотренных экстремальных эл- 
липсов; вероятность перехода при этом А.= Л.. 

В цианиде хрома случай Б заведомо имеет место, когда постоянное | 

— 


| 


поле Но направлено по оси а* — в плоскости магнитных осей х, ид’, &.. 


При этом (см. $1) эллипсы спина обоих комплексов пересекаются 
по оси у, 


р № = о 
рЕЪ..—0 р - М ' о. 


= ММ, ММ, А, 3 


> 
* А также, очевидно, по оси 6, если Но располагают в плоскости [с. 
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щественно, что поскольку, как показывает расчет, из условия (8) сле- 
'ет условие (11), выполнение последнего является достаточным призна- 
ум реализации хотя бы одного из двух рассмотренных частных случаев. 
Из расчета для цианида хрома по вычисленным на БЭСМ комбинациям 
‘тричных элементов 5;[6] следует, что равенство (11) имеет место в этом 
„исталле всегда с хорошей точностью. Это значит, что в цианиде хрома 
‘тересующая нас тройка экстремальных эллипсов поля всегда практи- 
'еки сводится к паре эллипсов в одной плоскости (второй из которых 
›элучается из первого поворотом на 90° и изменением направления об- 
уда) и прямой, перпендикулярной этой плоскости. Этого можно было, 
„видимому, ожидать, так как расположение постоянного поля Н) в 
носкости симметрии (ас или 6) означает отклонение его всего на 6° 
' плоскоети двух магнитных осей (у2 или ух соответственно), см. $1. 
’ Расчеты для других двух- и многокомплексных кристаллов (при по- 
юянном магнитном поле в плоскости симметрии) более или менее анало- 
‘чны проделанным. Так, например, в кристалле Т1О. (рутиле) с при- 
эсъю Сгз+ [7] имеются два магнитных комплекса с общей осью 2, поверну- 
их один относительно другого вокруг этой оси на 90° (таким образом, 
—= 1 = 45°), и полученные выше расчетные формулы с очевидными 
удоизменениями применимы также и в этом случае. 
| 3 случае анизотропного 8-фактора результаты остаются в силе, 
> = 
к” заменить всюду вектор спина 5 вектором магнитного момента п, 
‘ставляющие которого |1., цу, и; по магнитным осям соответственно 
ИЕны 2..9.., бб, #.9.. 
’ В заключение выражаю признательность М. Е. Жаботинскому за по- 
'оянный интерес к работе, а также Ч. М. Брискиной и В. Ф. Золину за 
эмощь и ценные дискуссии. 
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РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА 


КРАТВИЕ СООБЩЕНИЯ 


РАСЧЕТ СОГЛАСУЮЩЕЙ МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ ВСТАВКИ 
В ВОЛНОВОДЕ КРУГЛОГО СЕЧЕНИЯ 


Ван Хуань-чжо 


1. Два волновода круглого сечения с общей осью и различными радиусами со- | 
единены между собой коническим переходом. На переход падает волна Но. Для умевй 
шения амплитуды возникающей волны Но» в переход вставлен концентрический ме- | 
таллический стержень переменного радиуса. | | 

Волны типа Н,„ в пространстве между двумя коаксиальными проводниками © 
постоянными радиусами а и 6 характеризуются продольной составляющей магнит: | 
ного поля 


| 
Нина Па © @}| 
Й 
Величина И (т, 0) определяется из мембранного уравнения 
мА Аа 9 ТЕ, (2) | 
где - | 
а = УЕ? — 23; ==; | 
является корнем трансцендентного уравнения 
УЛ (аа) №1 (6) — Л! (а6) М! (аа) = 0. (4) | 
Из (1) и (2) получим ь 
И. (а) т А диам (аа) ) (5) 
2 
Но (А-а (6} 


лабМ! (96) ° 


Составляющие ‘поля волны Но1 имеют вид 


Ез НЕ 5 ТО [АЛ (1 ”) -- ВМ: (1 т], 
(71| 
|: № — 11101 [АЛ (1 ”) —= ВМ! (мл ”)]. | 
Из условия нормировки определим постоянную А1: для волны Нил: 
17, | 
Е (8) 
ло Е 
где | 
Ч 
и \ | Ла (влг) №, (ола) — Л, (вла) № (ол) | те (9 
; №, (ола) 


Аналогично определяются величины 45 и Ро для волны Но». 

Для того чтобы определить поле, нужно найти волновое число №. Наидя поля, 
мы сможем потом определить коэффициент связи между волнами Но! и Но? в кониче- 
ском переходе. 

Для отыскания зависимости волнового числа й отав регулярном волноводе нужно 
решить уравнение (4). На рис. 1 и 2 представлена зависимость р — 71 (а) в мм" при] 
различных значениях 6 для волн Но: и Ноз. Графики вычислены для 1, — 8 ми. 

2. В симметричном волноводном переходе с металлической вставкой коэффицивзйй 
связи между волнами Но1 и Но» определяется формулой 


в.= г ва р’ 2 46 т’ . 
о вы (вв) Ё = Не (@) Н» (а) + 2 На (Н ©, (о 


получаемой из формул (14), (16) в [1]. Здесь индексы Ти 2 соответствуют волнам | 
Нот И Но». 


| 
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При падени ‚рех 
р адении на переход волны Ноз с0 стороны широкого волновода амплитуда 


|таразитной колкы Но», возникающей в переходе, выражается формулой 


5 Г 
> бы 42, (11) 


: 
‘праведливои в отсутствие критического сечения для волны Н 
Коэффициенты св Ию. | :: 
ффиц Язи 5; и 5 —й> Которые связывают волны Н/., и Ну» обоих направ- 


'ении, в волноводвом переходе с компенсирующей вставкой обращаются в нуль одно- 
‘'ременно. Поэтому ссли вблизи критического сечения обеспечено равенство нулю 5.. 
| 1 


| о о 
2% 07% 
| 07 07 
28 966 
48 462 
| 058 956 

25% 05 

45 4 

6 26 да, мм № М 22 26 Эда, мм 


Рис. 1. Зависимость #1 от а для волны Ни Рис. 2. Зависимость йо от а 
для волны Но, 


> будет равен нулю и 55. 
| рактическое отсутствие волны Н 
|ритическое сечение. 

3. Для широкополосного согласования передающих линий с разными волновыми 
‘опротивлениями между ними включают переходные устройства, представляющие 
бой отрезки линий с переменными волновыми сопротивлениями. Известно, что коэф- 
'ициент отражения В от участка линии с волновым сопротивлением 7 (&) равен 
} 


При этом, как можно показать, вставка будет обеспечивать 
также и в том случае, когда для этой волны есть 


02 


2 


1 (ат (5) в т (12) 


ИО Е = 
2 ЧЕ 


4еЕ = 2 /Г, и параметр о = 2АГ, (Г, — длина участка). 
Сравним (11) с (12). Положим, что при всех 2 суммарный коэффициент связи ‚512 
'зменяется так, что 


—4 ( (в, — п.) а2 


о 


Ра 512 е бра нее) РИ е 15% ЧЕ. (13) 
1 5 
‘ведем новую переменную &Ё вместо 2: 
| 2 с 
\ (1 — 15) 42 \ (1 — 15) 42 
= У У 
а у. — =‘ таре ь (14) 


(и — №) 92 


0 


1 
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где через с обозначен общий набег разности фаз: 


Г, 
ры о а (15) 
0 
Тогда уравнение (13) принимает вид 
9 (16) 
1 4Е 


и интеграл (44) становится тождественным с (12). 
Положим, что изменение волнового сопротивления определяется функцией 
аш И’ (Е) Е | 
Ст — шт лЁ, (17) | 
| 
заимствованной нами из работы [2], посвященной уравнению (12). 
Тогда из уравнений (16) и (17) коэффициент связи равен 


58 -РУ вл. (18) 
й> 42 
Производная 4& / 42 определяется формулой 
4 74 | 
= с №). (19) | 
Функция (18) близка к оптимальной при об > 2,7 п. | 
4. Подставляя выражения (5) и (6) в (10) и используя соотношение (18), получим 


Е Е а БВ 
п/о (> — 11) йа а №! (ла) М: (42а) 42 ь М: (16) М (6426) 42 


у 45 1 
= Е эт 6 и , (20). 


где Е — новая произвольная постоянная, определяемая дальше из дополнительных . 
условий; метод определения ее проиллюстрирован ниже на численном примере. Опре- 
деляем форму вставки 6 (2) так, чтобы при 0 < <15ъ (Е) определялся форму- 
лой (18). Тогда для 6(2) мы получаем дифференциальное уравнение (20). При 
Е = 1 согласно (18) $12 = 0. При всех больших 2(2 > Г) мы потребуем, чтобы $1› 
также равнялся нулю. Это дает для. 


ыы (2) уравнение | 
аа 1 
я @-_Н2 (а) Я аа 


] 
Подставляя (5) и (6) в (21), получим | 


0 40 60 720 60 200 240 2602мм 46 аа 6 №, (16) М: (>65) | | 
42 = 42 а М! (вла) М, (аза)* (22). 


у р Н Но. (24) 


Рис. 3. Форма металлической [вставки 


Для того чтобы определить начальную часть вставки, нужно найти значение › 
45 | 42 при малых 6, т.е. при условиях 6 <а, № << 1. Из уравнения (20) при этом | 
получим 


о Не | 
о > (23). 
142 и > й> 45 1,2Заб ола» 42 ) 


Оказывается целесообразным начинать вставку в широком регулярном волноводе | 

где да / 42 = 0. Будем отсчитывать 2 от точки, где 6 — 0. Тогда при малых Ь "1 

1 | 
ЕТ (15—69. Ср 

(2) = ии и И 

(=) В Ин 2. | (2% | 


ве. 


5. Приведем численный пример. Пусть волновод, радиус которого а = 30 мм 
соединен конусом с волноводом, у которого а = 6 мм, величину 4а/42+ положим ав“ | 
ной —0,1; волна Но1 падает со стороны широкого волновода. Определение В т. | 
чинаем от точки 2 = 0 в широком регулярном волноводе. а Ь (2) вычисляется 


| 
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’ по формуле (24), а потом по формуле (20) с учетом (19). Постоянные А1 и А. мало из- 
_ меняются при небольшом изменении а иф, поэтому возьмем 41 = 0,43, А. = 0,068 — 
| значения, которые получаются из формулы (8), если принять для а и 6: а — 18 мм 
пиф = б мм. Надо выбирать Е и о таким образом, чтобы при всех 0 < Е 1 было 
О `>Ои чтобы во всем этом интервале значения д и 6 оставались такими, что сечение 
` перехода оказывалось больше критического сечения для волны Не. Кроме того, 
( должно быть в > 2,7 л. 

Вычислим несколько видов функции 6 (2) при разных значениях Ё ио. Выбираем 
Е = —1,5, о = 3,2 л. В этом случае при Ё = 4, 2 = 147,9 ми получим а = 24,1 мм, 
_ф = 8,2 мм, т.е. имеем условия, при которых удовлетворяются все требования, по- 
” ложенные в основу расчета. При 2 = 29 мм, т.е. в начале конусного перехода, об- 
' разующая вставка имеет излом, угол которого равен 7°50/. 
| При 2 > 117,9 мм 6 (2) вычисляем по формуле (22) так, чтобы 5512 = 0. При 2 = 
` = 247,9 мм получаем а = 11,1 мм, 6 = 2,99 мм. При этом значении 2й.для волны Но 
` обращается в нуль (критическое сечение для этой волны). Наконец, при 2 = 244 мм 
получаем а = 8,5 мм, 6 =0. На рис. 3 схематически представлена вычисленная 
\ форма металлической вставки. 

Автор выражает благодарность Б. 3. Каценеленбауму за постановку задачи и 

| руководство работой. 
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О ТРЕБОВАНИЯХ К СТАБИЛЬНОСТИ АМПЛИТУД И ФАЗ 
ПОЛЕЙ В РЕЗОНАТОРАХ ЛИНЕЙНОГО УСКОРИТЕЛЯ 


р 
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| А. П. Федотов, В. А. Тепляков 
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| При проектировании системы высокочастотного питания линейного ускорителя, 
’ состоящего из нескольких резонаторов, необходимо знать требования, предъявляемые 
' к стабильности амплитуд и фаз полей в резонаторах ускорителя. Эти требования 
определяются в основном допустимыми потерями частиц на длине ускорителя. Не- 
’ стабильность амплитуд и фаз полей нарушает устойчивость продольного движения 
’ частиц. Радиальное движение, как правило, слабее зависит от нестабильности высо- 
кочастотного поля, а при некоторых способах фокусировки (например продольным 
магнитным полем) практически вовсе не зависит. 

В литературе нам известна лишь одна работа [1], посвященная этому вопросу. 
В ней рассчитаны потери частиц в ускорителе, состоящем из нескольких десятков 
’ резонаторов, в предположении статистического разброса фаз полей в них относи- 
' тельно программных значений. Каждый резонатор имеет лишь один ускоряющий 
зазор. Расчет показывает, что при разбросе фаз полей в 5° при синхронной фазе * 
’ Фс = 20° и разбросе; амплитуд полей в 1—1,2% потерей частиц в ускорителе практи- 
чески можно пренебречь. Такие «мягкие» требования к стабильности фаз и амплитуд 
’ полей объясняются тем, что действие поля одного ускоряющего зазора на частицы 
’ мало, вследствие чего статистические отклонения фаз от программных значений в 
отдельных резонаторах компенсируют друг друга и частицы не теряют фазовой устой- 
чивости. 

Для практики более характерны ускорители, которые состоят из нескольких 
«длинных» ** резонаторов (см., например, [2]). В таких ускорителях требования к 
стабильности амплитуд и фаз полей более жесткие. Здесь сшибка, например, фазы 
поля в одном длинном резонаторе не может быть скомпенсирована ошибкой фазы 
поля противоположного знака в последующем длинном резонаторе, так как в длинном 
резонаторе частицы, не захваченные в область устойчивого ускорения, безвозвратно 
выбывают из процесса ускорения [3, 4]. Для таких ускорителей зависимость потерь 
частиц от смещения амплитуд и фаз полей в резонаторах (от программных значений) 
можно оценить, рассматривая область устойчивого ускорения частиц в резонаторах 
ускорителя [3, 4]. 

Рассмотрим вначале один длинный резонатор; в него поступают сгустки ускорен- 
ных частиц, состояния которых в фазовой плоскости равномерно заполняют всю 
область устойчивого ускорения. При изменении амплитуды и фазы поля в резонаторе 
эта область устойчивого ускорения деформируется и смещается, и часть часлиц ока- 


* При фазе ф = 0 ускорение частицы максимально. 
** В длинном резонаторе частицы совершают более периода фазовых (продольных) 


колебаний. Такой резонатор имеет несколько ускоряющих зазоров. 
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зывается вне области устойчивого ускорения. Обозначим через х отношение тока 
ускоренных частиц в возмущенном режиме к току ускоренных частиц в расчетном режи- 
ме. При расчетной фазе поля в резонаторе коэффициент х остается равным единице 
при увеличении амплитуды поля м от расчетного значения имо, которому соответству- 
ет синхронная фаза Ф„)- При уменьшении и от значения мо ДО ио 605 Фу [4] 


1 — 0$ Фи ио 


где Ли —= ш — и. При и < и ©03 Фо. ускорение становится невозможным. Можно 


показать также, что при постоянной амплитуде поля зависимость х от смещения 
фазы поля относительно программной Дф (в пределах - 3 Фо) такова: 


= р (2) 


ЗФео 


Найдем теперь потери частиц в № длинных резонаторах ускорителя с одинако- 
выми областями устойчивого ускорения при случайных изменениях фаз полей в них. 
Пусть амплитуды полей будут расчетными. Тогда, используя (2), получим суммар- 
ные потери частиц в М резонаторах: 


Е ИОВ (3) 


Здесь х м — коэффициент для всех Л резонаторов. 
Допуск на амплитуду поля определяется из условия эквивалентности Ди/и 
и АФ/Фео (с точки зрения потерь), которое находится из приравнивания х в выражениях 


(1) и (2): 


Ди _1— 603 Фу Аф 


(4) 
“о ы Фоо 
При этом полный допуск целесообразным образом распределяется между Аич/ш 
и АФ/Фх. 
Например, для трех длинных резонаторов линейного ускорителя с Ф. = 30°, 
задавшись величиной потерь 20%, из (3) получим полный допуск Аф/Фо, = 0,35, кото- 
рый в соответствии с (4) можно распределить так: Ди/мо = 1% и Дф == 4°. 
Полученные допуски минимальны, потому что было предположено равномерное 
распределение состояния частиц в области устойчивого ускорения. На самом деле, 
с увеличением скорости ускоряемых частиц «плотность» их состояний у краев области 
устойчивого ускорения становится меньше, чем в центре. Указанные допуски обе- 
спечивают требуемый захват частиц в ускорителе, 
Авторы благодарны Б. К. Шембелю за полезные советы. 
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О ВОЗБУЖДЕНИИ ЧЕТНЫХ ГАРМОНИК ПРИ ФЕРРОРЕЗОНАНСЕ 


В. Н. Фетина 


Вопрос о возбуждении высших гармонических колебаний в электрическом коле- 
\бательном контуре, содержащем нелинейную реактивность в виде индуктивности 
‚и находящемся под действием гармонического напряжения, рассмотрен рядом ав- 
'торов [1—6]. В работах [2, 3] показано, что среди возможных гармонических со- 
'ставляющих колебаний, возбуждаемых в системе, имеющей симметричную и одно- 
‘значную характеристику вида 


Е (=) = ах + Ваз, (1) 


| 
] 
| 
| 


могут быть и колебания четното порядка, в частности частоты 2%. Интересны неко- 
торые выводы [3] относительно этого колебания, которые сводятся к следующему. 


Ти 10 , 10/ Тьрез 
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Рис. 1. Резонансные характеристики нелинейного колебательного 
контура на основной частоте и второй гармонике 


1) Колебания со значительной второй гармоникой существуют в определенной 
Узкой области частот; вне этой области вторая гармоника совершенно отсутствует. 
2) Область со значительной второй гармоникой соответствует довольно низким 


частотам возмущающей силы (несколько более т ©). Вблизи этой частоты наступает 


резонанс второй гармоники. 

Вопрос об устойчивости таких колебаний авторами [2, 3] не рассматривался, 
и поэтому не было достаточных оснований полагать, что подобные колебания дей- 
ствительно могут существовать. 

Устойчивость высших гармонических колебаний исследована в работе [4]. Ав- 
тор ее пренебрегает затуханием в системе, поэтому его вывод об устойчивости коле- 
бания частоты 2% при очень больших амплитудах внешнего воздействия нельзя счи- 
тать достоверным. 

С другой стороны, в работе [5] доказывается, что при однозначной и симмет- 
‘фичной нелинейной характеристике вида (1) колебания четной гармоники 20 в ДИС- 
©сипативном контуре не являются устоичивыми. 

‚ Тем не менее, в нелинейном колебательном контуре гармонические составляющие 
четного порядка неоднократно наблюдались экспериментально М, 4, 5]. Впервые о 
них упомянуто в работе [1]. Не касаясь возможных причин возбуждения этих коле- 
баний, автор назвал их аномальными. : : 

Попытка дать теоретическое объяснение существованию обнаруженной второй 
тармоники сделана в работе [2]. В работе [5] высказано предположение, что причина 
возникновения четной гармоники в реальном электрическом контуре связана с не- 
однозначным (гистерезисным) характером кривой намагничивания. Однако ясного 
физического представления о механизме возбуждения высших гармонических колеба- 
ний четного порядка в литературе до сих пор не имеется. 

Результаты нашего экспериментального исследования позволяют сделать неко- 
торые замечания относительно механизма возбуждения высших четных гармоник. 
Эреди вынужденных колебаний, возбуждаемых в нелинсином электрическом колеба- 
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тельном контуре, потенциально возможны высигие гармонические колебания четног 
порядка. Однако при однозначной и симметричной характеристике нелинеиности эт 
колебания следует считать неустойчивыми. Это же замечание справедливо и для дву 
значной (гистерезисной) симметричной характеристики реального нелинеиного эле 
мента. Иначе обстоит дело, если эта симметрия нарушается по тои или инои причине. 
Тогда в токе контура появляется четная составляющая и в области, предсказанно 


теорией [3], наступает ее резонанс. Подобное нарушение симметрии возможно за 
счет неидеальной синусоидальности 
напряжения, питающего колебатель- 
ный контур. В результате этого на- 
рушается идентичность восходящей 
и нисходящей ветвей перемагничи- 
вания, и в контуре в определенной 
области частот, при любой ампли- 
туде внешнего воздействия, возни- 
кает резонанс второй гармоники. 

При наблюдении этого явления. 
могут быть получены кривые, по- 
казанные на рис. 4. Область воз- 
буждения гармоники 2% и ее резо- 
нансное значение находятся в соот- 
ветствии с выводами, сделанными в 
работе [3] и приведенными выше. | 

Если скомпенсировать асиммет-_ 
рию петли перемагничивания вве- 
дением небольшого постоянного сме- | 
щения соответствующего знака или | 
питать контур сигналом более пра- 
вильной синусоидальной формы, то при тех же условиях и параметрах кон- 
тура резонанс второй гармоники не возникает. Однако он снова появляется при’ боль- 
ших амплитудах внешнего напряжения, причем колебания четной составляющей 
2% становятся значительными по амплитуде, а их фаза определяется случайными 
начальными условиями (рис. 2). В этом случае устойчивость выситих гармонических | 
составляющих четного порядка, наблюдаемых при достаточно больших амплитудах 
внешнего напряжения, по-видимому, обусловлена нарушением симметрии петли 
перемагничивания за счет переходного процесса в начальный период установления, 
когда изменение магнитного состояния сердечника проходит по частным кривым одно- 
кратного намагничивания. 

Другой возможной причиной устойчивости может быть наличие в контуре с фер- 
ромагнитным сердечником переменного эквивалентного сопротивления потерь, ко- 
торое, как показывает; эксперимент, в Определенной области частот (меньших © рез). 
линейно возрастает с ростом намагничивающего поля. Это может вызвать появление 
четных гармоник и привести к их резонансу. 


Приведенные соображения, естественно, являются предварительными и требуют 
дальнейшего более детального исследования. 


Рис. 2. Петли перемагничивания при возбуж- 
дении в контуре второй гармоники (а, б— раз- 
личные начальные фазы) 
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ФОТОЗФФЕКТ В ОБЛАСТИ МЯГКИХ РЕНТГЕНОВСКИХ ЛУЧЕЙ 


| Н. Г. Находкин, П. В. Мельник 
. 


| Для ивтерпретации кривых распределения фотоэлектронов по скоростям (вы- 
рываемых светом с энергией квантов в области вакуумного ультрафиолета) некоторые 
‚авторы [1] используют представления о рассеянии энергии возбуждаемыми фото- 
‚электронами при их движении внутри твердых тел к поверхности. Характер движения 
этих электронов должен быть близким к характеру движения возбужденных вторич- 
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‘Рис. 1. Зависимость фототока в относитель- Рис. 2. Вольтампервые кривые фото- 
‘ных единицах от толщины исследуемого слоя: тока в задерживающем поле: 


1 — слой КС! на золотой подложке; 2 — слой золо- 1-— для слоя КС1; 2 — для (слоя золота 
та на подложке КС! 


ных электронов [2]. Однако в области энергий квантов сотен и нескольких тысяч 
`электроновольт, где должно наблюдаться наибольшее сходство между фотоэффектом, 
и вторичной эмиссией, соответствующие экспериментальные работы нам неизвестны *. 
Поэтому мы попытались определить зависимость фототока от толщивы слоя как ме- 
талла, так и неметалла. Эти зависимости, так же, как и в случае вторичной эмиссии, 
должны характеризовать кинетику движения возбужденных электронов. 

| Для исследований был выбран метод клина, предложенный Моргулисом [3]. 
Источником излучений служили рентгеновская трубка и изогнутый кристалл слюды, 
‘настроенный на энергию квантов, примерно равную 1 кэв, помещенные в тот же ва- 
‘куумный объем, что и исследуемый клин. Объектами исследований были выбраны 
следующие две системы: золотой клин на подложке из КС| и клин КС] на золотой. 
подложке. Измеряемые малые токи и достаточная проводимость сравнительно тон- 
ких диэлектрических слоев КС] не создавали заметной зарядки этих слоев. 

На рис. 1 приведены экспериментальные кривые изменения фототока с ростом. 
толщин слоя КС! (кривая 1) и слоя золота (кривая 2). Эти кривые качественно очень- 
похожи на толщинные кривые вторичной эмиссии для случаев тяжелого вещества на 
легком. и легкого вещества на тяжелом, которые подробно исследовались в наших 
работах по вторичной эмиссии [4]. Вид экспериментальных кривых трудно связать с 
изменением условий поглощения квантов вдоль слоя, так как для данных длин волн 
и нормальных углов падения коэффициенты отражения равны нулю, коэффициенты 
поглощения не очень велики [5], и заметное ослабление радиации (в е раз) наступает 
поэтому при толщинах, больших, чем необходимые для исследований. Поэтому можно 
допустить, что поглощение радиации во всей толще исследуемых слоев в первом при- 
ближении равномерно. В результате поглощения квантов рентгеновских лучеи в ис- 
следуемом объеме вещества образуются быстрые электроны, вероятность образования 
которых больше, чем медленных [5]. Быстрые электроны, двигаясь в веществе, по- 
степенно теряют свою энергию и образуют медленные электроны, часть которых Дает 
основной вклад в измеряемый фототок. Преобладание медленных фотоэлектронов: 
можно обнаружить на соответствующих вольтамперных кривых задержки, измерен- 


* После того как наша работа была закончена, в печати появилась статья 
М. А. Румша, А. П. Лукирского и В. Н. Шмелева (Докл. АН СССР, 1960, 155, 55), 
в которой исследовались зависимости фототока металлов от угла падения квантов (6) 


тля длин волн 1,39—13,9 А. Авторам удалось интерпретировать угловую зависимость 
ах 


рототока, допустив, что выход возбужденных электронов пропорционален е — ор 


‹ак это делается в элементарных теориях вторичной эмиссии. 
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ных для слоя КС] (кривая 1 на рис. 2) и для слоя золота (кривая 8 на том же рисунке); 
эти кривые подобны аналогичным кривым в случае вторичной эмиссии. р 

Таким образом, качественное сходство толщинных кривых вторичной эмиссии 
при энергиях первичных электронов порядка 1000 эв и фотоэффекта при энергиях 
квантов порядка 1000 эв неслучайно, так как условия движения быстрых и медленных 
электронов в этих двух явлениях должны быть подобными. Поэтому фотоэлектронная 
эмиссия при сравнительно больших энергиях квантов имеет много общих черт со 
вторичной эмиссией! при тех же энергиях первичных электронов и, так же как и вто- 
ричная эмиссия, является! явлением объемным. 
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| ПО ПОВОДУ СТАТЬИ Л. П. КУКЛЕВА И Ю. П. ОЗЕРСКОГО 
| «СРАВНЕНИЕ ДВУХ МЕТОДОВ ДЕКОДИРОВАНИЯ ИНТЕРВАЛЬНЫХ 
| кодов» 


Из текста статьи [1] можно заключить, что поставленная задача декодирования 
'антервальных кодов эквивалентна задаче обнаружения п-импульсного сигнала в 
пумах, когда принимается решение лишь о его наличии или отсутствии. В статье 


, 


1омехи на входе детектора гауссовые. Производится сравнение помехоустойчивости 
'цвух методов обработки: а) метода совпадений по критерию п из п, 6) метода сумми- 
'`оований в обоих случаях для нефлук- 
гуирующих сигналов и для сигна- 
тов с независимыми флуктуациями 
амплитуды по закону Релея. 
Оценка помехоустойчивости про- 
|азводилась по критерию суммарной 
эшибки, которую авторы называют 
эшибкой декодирования, 


=05 в, +9, 


где В, — вероятность декодирования 


|"-импульсной кодовой группы при 
'наличии помехи; а, — вероятность 


'пожного декодирования. 

Этот критерий является частным 
случаем критерия идеального наблю- 
'дателя [2]. Известно [2], что в этом 
случае (как и во многих других) 
оптимальной обработкой является 
обработка по алгоритму коэффици- 
‘ента правдоподобия, который для 
рассматриваемых в статье случаев 
состоит в следующем. 


'Рис. 1. Зависимость ошибки декоди- 

рования от отношэния мощности сиг- 

р к мощности помехи на входе 

‘детектора для нефлуктуирующего 
сигнала: 

онл кривые — метод совпадений; 


пунктир — метод суммирований (то и 
другое — результаты [1]); штрих-пунк- 
тир — метод суммирований с оптималь- 
ным порогом 


а) Для нефлуктуирующих сигналов суммирование производится с предваритель- 
‘ным функциональным преобразованием слагаемых по закону 


ЕЕс 
= 10 т , 


ы р ь 
хде Ё — огибающая сигнала и помехи; Е, — амплитуда сигнала; 0“ — дисперсия 
помехи на входе детектора. Этот закон в случае слабых сигналов вырождается в ква- 


дратичный а в случае сильных — в линейный. 
6) Для сигналов с независимыми флуктуациями импульсов, составляющих пачку, 
суммирование производится с предварительным возведением слагаемых в квадрат. 
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Учитывая характер оптимальной обработки, интуитивно ясно, что метод сумми- 
рований без предварительных нелинейных преобразований (который исследуют ав- 
торы статьи [4]) будет иметь более высокую помехоустойчивость, чем метод совпаде- в 
ний. Однако метод совпадений в отдельных случаях может оказаться более легко. | 
технически реализуемым и кроме того он (как правильно отмечают авторы [1]) искаю- 1 
чает возможность срабатывания от одиночных случайных импульсов большой ампли- 
туды. Поэтому сравнение помехо- 
устойчивости этих методов, вооб- 
ще говоря, полезно. 

Однако это сравнение должно. 
проводиться только при том ус- 
ловии, что порог срабатывания 
в каждом методе выбирается опти- | 
мальным, т. е. обеспечивающим, | 
наименьшую суммарную ошиб- 
ку. Величина порога зависит. 
‚от отношения  сигнал/помеха, 


Рис. 2. Завиеимость ошибки де- 
кодирования от отношения мощ-| 
ности сигнала к мощности помехи 
на входе детектора для флуктуи-_ 

рующего сигнала: 


сплошные Глинии — метод совпадений; 

пунктир — метод сум ований ! (то и 

другое — результаты [1 1); штрих-пунк- 

тир — метод суммирований с оптималь- 
ным порогом 


что,”; кстати сказать, порождает сомнение о возможности применения критерия 
идеального наблюдателя на практике. 

Тем не менее в [1] оптимальная величина порога используется только при ис- 
следовании метода совпадений. Авторы пишут: «... необходимость декодирования 
п-импульсной посылки исключает возможность уставовления на выходе сумматора 
оптимального уровня ограничения», т.е. порога срабатывания (курсив нат). 

В случае обнаружения задача установления оптимального порога срабатывания. 
совершенно аналогична в обоих методах обработки и технически решается в обоих 
случаях одинаково легко или трудно. Авторы [41] пишут, что при методе суммиро- 
ваний» «...уровень амплитудного ограничения устанавливается таким, чтобы ето. | 
превышала только сумма п импульсов» (курсив наш). 

Это условие неясно, так как оно выполнимо только в отсутствие помех и при не- 
флуктуирующих сигналах. 

Однако при численных расчетах характеристик метода суммирований без ка- 
ких-либо пояснений принимается величина порога, равная в обозначениях [1] 


для нефлуктуирующего сигнала и 


а, = (п — 05 = Ут 22 


для флуктуирующего сигнала. 
Использование неоптимального порога при исследовании метода суммирований | 
естественно приводит к тому, что помехоустойчивость этого метода оказывается ниже, 
чем метода совпадений, в котором используется оптимальный порог, а в случае флук-. 
туирующих сигналов — даже уменьшается с увеличением числа суммирований. 

‚На основании полученвых таким образом результатов авторы [4] делают «...об-_ 
щий вывод о преимуществах метода совпадений по сравкекию с методом суммирований 
в тех наиболее важных случаях, когда требуется малая ошибка декодирования» (кур-. 
сив наш). 

Нами были проделаны расчеты характеристик метода суммирований при исполь-. 
зовании оптимального порога. Как ив [1], в этом случае использовалась нормальная. 
аппроксимация. Кривые, построенные по результатам расчетов, нанесены на трафики,, 
заимствованные из [1] (рис. 1, 2). 

Как и следовало ожидать, при оптимальном пороге метод суммирований всегда 
имеет большую помехоустойчивость, чем метод совпадений. 
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| Таким образом, общий вывод авторов [1] о большей помехоустойчивости метода 
'овпадении но сравнению с методом суммирований в той постановке задачи, которая 
|педует из текста их работы, неверен и может ввести в заблуждение читателя. Пол- 
'ую ясность в данный вопрос могло бы внести разъяснение авторов о тех соображениях, 
‘оторыми они руководствовались при выборе порога в методе суммирований. 


у 
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| ОТВЕТ НА ПИСЬМО И. М. ПЕТРОВА И Г. С. ТЫСЛЯЦКОГО 


Целью нашей. статьи являлось сравнение помехоустойчивости методов сумми- 
зований и совпадений при использовании их для декодирования сигналов, переда- 
’аемых интервальным кодом. Интервальное кодирование заключается в передаче 
’ообщений в виде групп из п одинаковых импульсов, отличающихся интервалами 
‘между ними. При этом могут существовать комбинации, не совпадающие друг с дру- 
юм лишь по величине одного из таких интервалов. 

’ В статье рассмотрен случай обработки сигнала для выделения заданного кода 
га фоне флуктуационной помехи и других кодовых комбинаций. Это составляет задачу 
щекодирования сигнала. 

| Необходимость различения кодовых комбинаций, не совпадающих лишь по ве- 
‘ичине одного интервала (так называемых соседних кодов), заставляет выбирать 
‘порог ограничения при методе суммирований так, чтобы его превышала сумма п им- 
‘гульсов, но не превышала сумма п — 1 импульсов. Такой выбор порога создает для 
)боих методов равные условия в том смысле, что пропадание любого из импульсов 
‘\осылки приводит к потере сигнала. Срабатывание декодирующего устройства лишь 
‘(ри п-кратном совпадении обеспечивает также максимальную устойчивость интерваль- 
ых кодов по отношению к хаотической импульсной помехе, для борьбы с которой 
ни часто и используются. 

| В отсутствие помех надежность работы декодирующего устройства, построенного 
о методу суммирований, определяется стабильностью амплитуды сигнальных импуль- 
‚ов и порога ограничения. Поэтому для получения максимальной надежности деко- 
(ирования без помех порог естественно установить на середине п-й ступеньки сум- 
‘ларного импульса: 


оО. (1) 


‘де Ио — значение порога; И„ — амплитуда импульса в группе. При наличии флук- 


'уационной помехи порог огргчичения для метода суммирований в соответствии с 
'1) следует положить равным 

(с =®— 05) 0 
де Ир — среднее значение сигнала и помехи на выходе детектора. 

Такое значение порога может не совпадать с оптимальным значением порога, 
зыбранным по критерию идеального наблюдателя, обеспечивающим максимальную 
зероятность обнаружения кода, т.е. выделение данного кода на фоне только флук- 
’уационной помехи. Поэтому совершенно естественно, что результаты расчета авто- 
›ов статьи, использующих порог (2), и авторов письма, использовавших порог, оп- 
‘имальный по обнаружению, не совпадают друг с другом. Вывод авторов письма о 
треимуществе метода суммирований с оптимальным порогом при обнаружении 
<одовой посылки, конечно, не вызывает сомнений. Одновременно остается справед- 
ивым и вывод авторов статьи о том, что при декодировании п-импульс- 
чого интервального кода метод совпадений при малых ошибках дает лучшие резуль- 
`аты. 

Мы разделяем сомнение авторов письма о возможности применения критерия 
тдеального наблюдателя на практике, вызванное тем, что величина оптимального 
торога зависит от соотношения сигнал/помеха. Однако следует отметить, что в тех 
‚лучаях, когда соотношение сигнал/помеха неизвестно, метод совпадений может быть 
1спользован для декодирования сигнала, тогда как применение метода суммировании, 
снованного на знании указанного соотношения, невозможно. Это дает еще одно 
треимущество методу совпадений. 


тср › (2) 
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Причинами возражений, изложенных И. М. Петровым и Г. С. Тысляцким в их. 
письме, являются, во-первых, недостаточная четкость в постановке рассматриваемой. 
нами задачи, в силу чего авторы письма предположили, что решается задача обна- 
ружения л-импульсного сигнала, а не его декодирования. Отсюда последовали со- 
мнения в правильности выбора порога ограничения для метода суммирований. Во- 
вторых, авторы статьи при расчете ошибки декодирования оценили лишь две состав- 
ляющие этой ошибки, а именно, составляющую от пропадании сигнала и составля- | 


ющую от ложного прохождения помехи. 


Это также могло навести на мысль о за- Таблица 1 
даче обнаружения сигнала. ы 
В общем случае ошибка декодирования Метод суммирований 
имеет еще одну составляющую, учитываю- . 
щую ложные прохождения других кодо- Ц, 0б 6 10 14 | Е 
вых групп. — 
Полная ошибка декодирования равна ча & 
№ ла 7,1 р 
® 2 эЭЕ + | $ 
и о 0,25 0,14 0,03 р 
= в 0,26 0,18 0,07 4 


где Р., Ри и Р; — априорные вероятности сигнального кода, чистого шума и 1-ГО» 
кода, либо коэффициенты веса соответствующих ошибок; В, — вероятность правиль- 


ного декодирования сигнального кода; а, — вероятность ложного декодирования. 


шума; 7; — вероятность ложного декодирования 1-го кода; М — полное число кодов. 
Выражение (3) показывает, что результат сравнения может зависеть от выбора. | 
кодов и распределения их априорных вероятностей. 
По совету Б. С. Флейшмана авторы статьи оценили влияние наиболее вероятной. | 
составляющей ошибки от ложного прохождения других кодов, т. е. ошибки от прие- 
ма соседнего кода. Мы рассмотрели частный случай равновероятного поступления 
на вход приемника сигнала, чистого шума и соседнего кода. При этом 


р=—_( На (4) 


При методе суммирований вероятность 1 равна вероятности превышения порога. 


(2) суммой из п — 1 выборки сигнала с шумом и одной выборки чистого пгума. При. 
использовании обозначений статьи она равна 


Е 0,5 К _— — 1,25 
И = (0,5 —_Ф с = ы 


(п — 1) 2 - 0,43 


При методе совпадений вероятность \1 для сильных сигналов примерно равна» 
вероятности & превышения порога чистым шумом, поэтому здесь 


ра Ва" а). 


Значение оптимального порога 12 опт для метода совпадений можно найти из ус- 


ловия др/дхо — 0, которое в случае сигнала постоянной амплитуды приводит к сле- 


дующему приближенному выражению для вычисления оптимального по декодиро- 
ванию порога: 


н й 
ит ты т —% 1 а и (5), 
74 2 У Е 
л (* —2Шл) 


Результаты расчета для обоих методов приведены в табл. 1 и 2. 
Сравнение табл. 1 и 2 показывают, что и при учете наиболее вероятной ошибки! 


от соседнего кода метод совпадений по-прежнему сохраняет преимущество перед. 
методом суммировании. } 


Таблица 2 Таблица © 


Метод совпадений Вероятность ошибки 


Н,, 96| 6 | 5 14 т Н,, 96 ен НО | 14 п 
11-й О 3,81 д Метод с - 2 
:: , : умми ‚62 | 0,38 | 0,08 2 
ое И РО 20а 4 и рований 0,58. 0.435 0.28 4 
0,16: 0.0520. 0006» Метод совпа- | 0,24 | 0,043.| 0.0007 $} 
Р | 0,19 | 0,044 | 00008 | 4 дений 0,36 |0,063| 0’004 | 4 
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Э у 
| В табл. 3 приведены значения вероятности опгибки от соседнего кода для обоих. 


р олов, из которой видно, что составляющая ошибки меньше при методе совпаде- 
вии. 
| В заключение мы хотим отметить, что дополнительные расчеты, проведенные. 
‘авторами письма, позволяют совместно с данными статьи сравнить эффективность. 
‘использования методов суммирований и совпадений для задачи обнаружения п-им- 
‚пульсного сигнала. Эти расчеты могут также представлять интерес при рассмотре- 
‘1ии кодов с несовпадающими интервалами, когда выбор порога ограничения для 
‘метода суммирований не связан с защитой от соседних кодов. 

Мы считаем критику, содержатуюся в письме И. М. Петрова и Г. С. Тысляцкого, 
'1олезнои, так как она выявила недостатки нашей статьи и способствовала более под-- 
'робному освещению поднятого в ней вопроса. 


Выражаем признательность БВ. С. Фле шману за ряд полезных советов. 


Л. П. Вуклев, Ю. П. Озерский 


Поступило в редакцию 
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К ВОПРОСУ О ВЛИЯНИИ ПОЛЯРИЗАЦИИ СВЕТА 
НА ФОТОЭФФЕКТ СЛОЖНЫХ КАТОДОВ 


В статье Герлиха и Хора [1] описана впервые наблюдавшаяся ими особенность. 
'ротоэмиссии тонкого полупрозрачного ЗЪ — С$-фотокатода, работающего при об- 
‘ратном освещении. Эта особенность состоит в том, что отдача такого катода в ука- 
1занных условиях освещения обнаруживает зависимость квантового выхода от со- 
‚отояния поляризации света, обратную установленной для фотоэмиссии в случае ме- 
‘галлических катодов [2]: большая отдача соответствует ориентации электрического 
`зектора перпендикулярно плоскости падения луча (т.е. параллельно поверхности 
катода). 

Истолкования этого результата авторы не дают и отчетливо высказывают линь 
’эдно предположение, что в случае 5Ъ — Сз-катода «...должно существовать пред- 
'точтительное направление фотоэлектрических процессов возбуждения перпендику- 
‘1ярно электрическому вектору» (которое представляется нам весьма искусственным). 
В связи с этим мы хотим указать, что, по нашему мнению, этот новый факт пред- 
‘эгавляет собой непосредственное подтверждение истинности необычного характера 
‘эаспределения фотоэлектронов, испускаемых тонким 5Ъ — Сз-катодом при обратном 
‚освещении по углам вылета, установленного нами [3], если принять, как обычно, 
ито вырывание фотоэлектронов происходит в направлении колебаний электрического 


| = 

| : 5 
‚зектора Иа Действительно, при работе с неполяризованным светом при нормальном. 
‚ тадении (наши опыты) электрический вектор всегда параллелен поверхности и су- 


=> 

'цествование максимального выхода электронов в направлении Е должно проявляться 
'з вылете электронов преимущественно под большими углами к нормали. Согласие 
‚между нашими результатами и данными Герлиха и Хора идет, однако, еще дальше. 
‚В обоих случаях обнаруживается одинаковая зависимость от спектрального состава 
'эвета: эффект уменьшается с ростом частоты. Поэтому мы полагаем, что оба эффек-- 
‘га являются выражением одной и той же особенности фотоэмиссии ЭЪ — Сз-слоев — 
‘треобладания вырывания фотоэлектронов в толще слоя под значительными углами 
(< нормали во всем видимом участке спектра. Этот угол мы оценили в соответствии 
› предложенной нами энергетической схемой 5 — С5-катода, как равный =25°. 

Для детальной интерпретации обоих эффектов не имеется достаточных экспери- 
‘ментальных данных. Так, в наших опытах влияние поляризации света вообще не 
исследовалось, но было показано, что наблюдаемый характер углового распределения 
‘присущ только случаю обратного освещения. В опытах Герлиха и Хора не исследовал- 
‚я случай прямого освещения. Однако мы полагаем, что в качестве первого шага в 
этом направлении следует принять уже высказанное нами допущение о том, что пре- 
‘лмущественным направлением вырывания является направление колебаний вектора 
Е: 


®. Это позволяет не только объяснить (феноменологически) оба рассматриваемые 
эффекта одной и той же причиной, но и не искать нового объяснения векторной селе- 
‹тивности фотоэмиссии вообще. 

Что касается механизма, обусловливающего такую угловую селективность фото- 
миссии в случае ЗЪ — Сз-катода, то он может быть двоякого рода. Одной причиной 
может быть существование энергетически наиболее выгодного направления вырывания 
фотоэлектронов в толще слоя из молекул 5ЪС$з (поскольку эффект наиболее отчетлив 
3 области малых 1%). Другой причиной можно считать существование преимущест- 
венного направления движения освобожденных электронов в толще слоя. Послед- 
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нее может быть связано с наименьшими потерями в результате рассеяния и поглоще 
ния электронов в слое или минимальным отражением на потенциальном бары 
т.е. с селективной прозрачностью того и (или) другого в определенном направлен 

[4]. Суждение по этому вопросу может иметь, однако, место лишь на основе наког 
ления достаточных сведений о структуре 55 — Сз-слоев как энергетической, так и 
кристаллической. 
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